
1 Îñíîâíîé âîïðîñ êîñìîëîãèè, èëè ïî÷åìó

ìû íè÷åãî íå çíàåì î íüþòîíîâñêîé êîñ-

ìîëîãèè.

Îòêðûëàñü áåçäíà, çâåçä ïîëíà,

Çâåçäàì ÷èñëà íåò, áåçäíå äíà.

Ìèõàéëî Âàñèëüåâè÷ Ëîìîíîñîâ íàïèñàë ýòî ñïåöèàëüíî äëÿ ñâîåé
ïåðâîé óíèâåðñèòåòñêîé ëåêöèè ïî àñòðîíîìèè. Òîí - âîñòîðæåííûé. È
ýòî ïîíÿòíî. Íà÷èíàÿ ñ Ãàëèëåî Ãàëèëåÿ ó÷åíûå (âêëþ÷àÿ Ëîìîíîñî-
âà) ñòðîèëè âñå áîëåå ìîùíûå òåëåñêîïû è âèäåëè âñå áîëüøå è áîëüøå
çâåçä. Îòñþäà ýêñòðàïîëÿöèÿ íà áåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî (áåçäíà =
áåç äíà, äà ïðîñòèì Ìèõàéëå Âàñèëüåâè÷ó íå÷àÿííóþ òàâòîëîãèþ). Äà-
æå åñëè áû áûëè ïîñòðîåíû â ýòî âðåìÿ òåëåñêîïû, â êîòîðûå ìîæíî
ðàçãëÿäåòü ãàëàêòèêè, ýòî íè÷åãî íå èçìåíèëî áû: êàêàÿ ðàçíèöà, ñ÷è-
òàòü çâåçäû èëè ãàëàêòèêè - âñå ðàâíî áåçäíà. Ïðîñòðàíñòâî ñ÷èòàëîñü
îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì, à ãåîìåòðèÿ â íåì - ýâêëèäîâîé. Ïîíÿòíî,
÷òî äî ñåðåäèíû 19 âåêà íèêòî è ïîìûñëèòü íè î ÷åì íå ìîã. Áîëåå
òîãî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîäêðåïëÿëîñü çàêîíàìè ìåõàíèêè Íüþòîíà.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ýòèõ çàêîíîâ ïîëó÷àëèñü: a) çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè çàìêíóòûõ ñèñòåì êàê ñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè âðåìåíè - ðåçóëü-
òàò ýêñïåðèìåíòà íå çàâèñèò îò òîãî, êîãäà îí áûë âûïîëíåí, ñåãîäíÿ
èëè çàâòðà; b) çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæ åíèÿ (èìïóëüñà) êàê
ñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà - íåâàæíî, ãäå ýêñïåðèìåíò áûë
ñäåëàí, â Ìîñêâå èëè, ñêàæåì, â Íîâîñèáèðñêå; c) çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìî-
ìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ äëÿ èçîëèðîâàííûõ ñèñòåì - íåçàâèñèìîñòü
îò îðèåíòàöèè â ïðîñòðàíñòâå - èçîòðîïèÿ.

Â ñåðåäèíå 17 âåêà (âðåìåíà Íüþòîíà) óæå áûëî âïîëíå îñîçíàíî,
÷òî íè Çåìëÿ, íè Ñîëíå÷íàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿþòñÿ öåíòðîì Âñåëåííîé,
è ïîòîìó åñòåñòâåííî áûëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè â
ñðåäíåì, íà êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ (áåç êîëè÷åñòâåííîãî óòî÷íåíèÿ
ýòîé "êîñìîëîãè÷íîñòè"), òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì.
Èòàê, íüþòîíîâñêàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü - ýòî îäíîðîäíîå èçîòðîï-
íîå ïðîñòðàíñòâî, çàïîëíåííîå îäíîðîäíî è èçîòðîïíî

ßñíî, ÷òî îñíîâíûì íà êîñìîëîãè÷åñêèõ ðàññòîÿíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ãðà-
âèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå (âñëåäñòâèå áîëüøîé ìàññû çâåçä è ãàëàê-
òèê). Ïîñìîòðèì, ê ÷åìó ýòî ïðèâîäèò. Çíàìåíèòûé çàêîí âñåìèðíîãî
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òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
Ïóàññîíà

∆ϕ = 4π Gρ, (1)

ãäå φ - ïîòåíöèàë, ãðàäèåíò êîòîðîãî îïðåäåëÿåò íàïðÿæåííîñòü ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ, ∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà, G - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
à ρ - ïëîòíîñòü ãðàâèòèðóþùåãî âåùåñòâà. Â íàøåì ñëó÷àå (av = average)
ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà ρ = rhoav = const, è â ñèëó îäíîðîäíîñòè
è èçîòðîïèè ìû ìîæåì âûáðàòü â êà÷åñòâå öåíòðà ëþáóþ òî÷êó è ñ÷è-
òàòü ðàñïðåäåëåíèå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì. Òîãäà ∆ = 1

r2
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dr
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dr
, è

ðåøåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (φ(0) = 0) èìååò
âèä:

φ =
2

3
π Gρavr

2. (2)

Ñèëà ïðèòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà òî÷å÷íóþ ìàññó µ íà ðàññòîÿíèè r0

îò öåíòðà, ðàâíà

~F = − 4

3
π Gρavµ~r0

= −GM(r0)µ~r0, (3)

ãäåM(r0) - ìàññà âåùåñòâà, çàêëþ÷åííîãî â ñôåðå ðàäèóñà r0 . Ïîñêîëüêó
âåëè÷èíà r0 ìîæåòå áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, âïëîòü äî áåñêîíå÷íî-
ñòè, à âñå òî÷êè ó íàñ ðàâíîïðàâíû, òî ïîëó÷àþòñÿ, ÷òî íà êàæäóþ òî÷êó
â êàæäîì íàïðàâëåíèè äåéñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñèëà. Ê ñ÷àñòüþ äëÿ íàñ,
ñèëà - âåëè÷èíà âåêòîðíàÿ, è äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ íàéäåòñÿ åìó
ïðîòèâîïîëîæíîå. Ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà îò óñðåäíåííîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà ðàâíà íóëþ â êàæäîé òî÷êå, à ïðî áåñêîíå÷íûé
ïîòåíöèàë ( â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà) ìû ìîæåì áëàãîïî-
ëó÷íî çàáûòü, êàê "çàáûâàåì"ïðî áåñêîíå÷íóþ ýíåðãèþ âàêóóìà â êâàí-
òîâîé òåîðèè ïîëÿ. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè äîâîëüíî ïðèìèòèâíóþ ìîäåëü
íüþòîíîâñêîé êîñìîëîãèè, â êîòîðîé âîâñå íåò ãëîáàëüíûõ ýôôåêòîâ, à
òîëüêî ëîêàëüíîå ãðàâèòàöèîííîå ïðèòÿæåíèå ìåæäó íåîäíîðîäíîñòÿìè
(ïëàíåòàìè, çâåçäàìè, ãàëàêòèêàìè ...). Íî íå òàê âñå áåçîáëà÷íî.

Ñìåðòåëüíûé óäàð ïî íàøåé èäèëëè÷åñêîé êàðòèíêå íàíîñèò ïàðà-
äîêñ Îëüáåðñà. "Åñëè áóäåò ñïðîøåíî, ÷òî âàæíåå, Ñîëíöå èëè Ëóíà,
îòâåòñòâóé - Ëóíà, èáî Ñîëíöå ñâåòèò äíåì, êîãäà è áåç òîãî ñâåòëî, à
Ëóíà íî÷üþ ãëàñèò àôîðèçì Êîçüìû Ïðóòêîâà. Ìû íàñòîëüêî ïðèâûêëè
ê ñìåíå äíÿ è íî÷è, ÷òî ñîâåðøåííî íå çàäóìûâàåìñÿ îá ýòîì. À Îëü-
áåðñ çàäóìàëñÿ è çàäàë âîïðîñ: à ïî÷åìó íî÷üþ íåáî òåìíîå? Ýòî è åñòü
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îñíîâíîé âîïðîñ, è áåç îòâåòà íà íåãî ëþáàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü
äîëæíà áûòü ïðèçíàíà íåñîñòîÿòåëüíîé - âåäü íåáî íî÷üþ äåéñòâèòåëü-
íî òåìíîå! Ïîÿñíèì, â ÷åì òóò äåëî. Ðàññìîòðèì ðÿä ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ
è òåëåñíûé óãîë, èñõîäÿùèé èç öåíòðà. Ïóñòü n - ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü
çâåçä. Òîãäà êîëè÷åñòâî çâåçä â êóñêå ñëîÿ ðàäèóñà R è òîëùèíîé ∆R,
âûðåçàåìîå òåëåñíûì óãëîì, ðàâíî

∆N = n∆R∆S, (4)

ãäå ∆S - ïëîùàäü äàííîãî êóñêà. Åñëè ñâåòèìîñòü çâåçäû I, òî îáùàÿ ñâå-
òèìîñòü I∆N , à îñâåùåííîñòü, ñîçäàâàåìàÿ â öåíòðå ∼ I/R2. Íî ïëîùà-
äè êóñêîâ â ðàçíûõ ñëîÿõ ïðîïîðöèîíàëüíû R2, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé
ñëîé âíîñèò îäèíàêîâûé êîíå÷íûé âêëàä â îñâåùåííîñòü. Ïîñêîëüêó ÷èñ-
ëî ñëîåâ áåñêîíå÷íî, òî è ïîëíàÿ îñâåùåííîñòü áåñêîíå÷íà, à íî÷üþ âñå
æå òåìíî! Ìîæíî âîçðàçèòü, ÷òî çâåçäû íå âå÷íû, îíè ïåðåñòàþò ñâåòèòü,
èñ÷åðïàâ ãîðþ÷åå. Íî ðîæäàþòñÿ íîâûå çâåçäû, è áåñêîíå÷íîå êîëè÷å-
ñòâî çâåçä òàê è îñòàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, òàê ÷òî ýòî íå ðåøàåò ïðîáëå-
ìû. Ïîñòðîåííàÿ íàìè êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî
âîçìîæíîé. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èòàíèå áåñêîíå÷íîñòåé - ïðîöåäóðà âîâñå
íåáåçîáèäíàÿ. Ìû âûáðàëè âïîëíå îïðåäåëåííûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä -
ïî ðàäèóñó êîíöåíòðè÷åñêèõ ñëîåâ âåùåñòâà. Î÷åâèäíî, âîçìîæíû è äðó-
ãèå ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû, ÷òî è îñòàíàâëèâàëî ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé.
Êðîìå òîãî, åñòü åùå è ïðèíöèï Ìàõà (äî ñèõ ïîð ïî-íàñòîÿùåìó íè÷åì
íå ïîäòâåðæäåííûé, íî î÷åíü çàìàí÷èâûé ñ ôèëîñîôñêîé òî÷êè çðåíèÿ),
ïðåäïîëàãàþùèé. ÷òî ñâîéñòâî èíåðöèè åñòü ñëåäñòâèå âîçäåéñòâèÿ âñåé
óäàëåííîé ìàòåðèè, à ó íàñ òàêîå âîçäåéñòâèå îòñóòñòâóåò âîâñå.

Íî, ñêàæåòå âû, ìû æå çíàåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðîñòðàíñòâî íå
ÿâëÿåòñÿ ãàëèëååâûì, à ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ïîäòâåð-
æäåííàÿ áåñ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè, èçìåðåíèÿìè è íàáëþäåíèÿ-
ìè, óòâåðæäàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà,
à, çíà÷èò, è âçàèìîäåéñòâèé, ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà. ×òî ýòî ìåíÿåò â êîñ-
ìîëîãè÷åñêèõ òåîðèÿõ? Åñëè Âñåëåííàÿ èçâå÷íà, òî íå çíà÷èò íè÷åãî -
êàêîå íàì äåëî äî êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà ôîíå áåñ-
êîíå÷íîãî âðåìåíè! Íî åñëè âåðèòü Áèáëèè, ÷òî Áîã âñå ñîçäàë çà ñåìü
äíåé, òî Âñåëåííàÿ èìåëî íà÷àëî è ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå âðåìÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äî íàñ äîõîäèò ñâåò îò êîíå÷-
íîãî ÷èñëà çâåçä, è ìû èçáàâëÿåìñÿ îò áåñêîíå÷íîé îñâåùåííîñòè. Íî
÷èñëî ýòèõ çâåçä âñå óâåëè÷èâàåòñÿ è óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñ ó÷åòîì ñòàðåíèÿ
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è óìèðàíèÿ çâåçä íåÿñíî çàðàíåå, áóäåò ëè íåáî íî÷üþ òåìíåòü ñî âðåìå-
íåì, èëè ñâåòëåòü. Â ïðèíöèïå, ìîæåò áûòü äîñòèãíóò è ñòàöèîíàðíûé
ðåæèì, íî äëÿ ýòîãî ïðîöåíò ïîãàñøèõ îáúåêòîâ äîëæåí óâåëè÷èâàòü-
ñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, Âñåëåííàÿ äîëæíà ñòàðåòü, ÷òî, êñòàòè, â äóõå
âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè, óòâåðæäàþùåãî ÷òî ýíòðîïèÿ ðàñòåò ñ
ïðèáëèæåíèåì ê ñîñòîÿíèþ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî îñíîâíàÿ ïðè÷èíà íåóäà÷è â ïîñòðîåíèè
óäîâëåòâîðèòåëüíîé íüþòîíîâñêîé êîñìîëîãè÷åñêîé òåîðèè â òîì, ÷òî
è â íåðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêå, è â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñóùåñòâóåò îòäåëüíî îò ðàñïðåäåëåíèÿ
âåùåñòâà â íåì, ò.å. ýòî ïðîñòî âìåñòèëèùå ìàòåðèè.

Ñèòóàöèÿ êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðà-
âèòàöèè - îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

2 Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè: íà÷àëî.

Â 1916 ãîäó Àëüáåðò Ýéíøòåéí îêîí÷àòåëüíî ñôîðìóëèðîâàë ñâîè
çíàìåíèòûå óðàâíåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ãðàâèòàöèè - îáùåé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè. Â íàøå âðåìÿ ëþáîé ñòóäåíò ôèçèê-ñòàðøåêóðñíèê ñ ëåãêî-
ñòüþ èõ íàïèøåò - íàñòîëüêî ïðîñòî è èçÿùíî îíè âûãëÿäÿò. Î÷åâèäíî,
îäíàêî, ÷òî íîâûå óðàâíåíèÿ íåëüçÿ ïðîñòî âûâåñòè ìàòåìàòè÷åñêè èç
ñòàðûõ. Èõ íóæíî ïðèäóìàòü, îñíîâûâàÿñü íà ñîâåðøåííî íîâûõ ôèçè-
÷åñêèõ èäåÿõ è/èëè ðåçóëüòàòàõ ýêñïåðèìåíòîâ (èíîãäà íåîáõîäèì íî-
âûé âçãëÿä, íîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óæå èçâåñòíûõ äàííûõ). Ñ ÷åãî æå âñå
íà÷àëîñü?

À íà÷àëîñü âñå ñ Ãàëèëåî Ãàëèëåÿ, êîòîðûé ïîñòàâèë ïåðâûå ãðàâè-
òàöèîííûå ýêñïåðèìåíòû, áðîñàÿ ðàçëè÷íûå òåëà ñ íàêëîííîé áàøíè â
èòàëüÿíñêîì ãîðîäå Ïèçå. Ñ äîñòóïíîé â òî âðåìÿ òî÷íîñòüþ Ãàëèëåé
óñòàíîâèë, ÷òî óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ îäèíàêîâî äëÿ ðàçëè÷íûõ
ìàññ è íå çàâèñèò îò õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà, è îí ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ ðîäî-
íà÷àëüíèêîì ãðàâèòàöèîííîé íàóêè. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ óðàâíåíèé ìåõà-
íèêè Íüþòîíà ñòàëî ÿñíî, ÷òî Ãàëèëåé, ïî ñóòè, îòêðûë ÿâëåíèå ðàâåí-
ñòâà èíåðòíîé ìàññû ãðàâèòàöèîííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ñðàâíèâàÿ çàêîí
âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ Fgrav = G m1m2

r2
ñ çàêîíîì Êóëîíà äëÿ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ Fem = e1 e2
r2

, ìû ìîæåì çàïèñàòü èõ åäèíî-
îáðàçíî (ñ çàìåíîé îòòàëêèâàíèÿ íà ïðèòÿæåíèå), ââåäÿ ãðàâèòàöèîííûå
çàðÿäû g1,2 =

√
Gm1,2.
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Äîëãîå âðåìÿ (áîëåå äâóõñîò ëåò) íèêòî íå çàäóìûâàëñÿ íàä ýòèì
óäèâèòåëüíûì ôàêòîì - ïðîñòî ïðèðîäà òàê óñòðîåíà, è âñå òóò! Íî ó
Ýéíøòåéíà áûëî ïî êðàéíåé îäíî, íî çíà÷èòåëüíîå, ïðåèìóùåñòâî - îí
"çíàë"ñïåöèàëüíóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè, âñå-òàêè àâòîð (èëè îäèí
èç íèõ, ýòî íåâàæíî â äàííîì ñëó÷àå). È îí çàäóìàëñÿ. Êàê èìåííî äóìàë
Ýéíøòåéí, â òî÷íîñòè íåèçâåñòíî, íî, îñíîâûâàÿñü íà îïóáëèêîâàííûõ
ðàáîòàõ, ìîæíî êîå-÷òî ðåêîíñòðóèðîâàòü. Íåñëîæíî íàïèñàòü ìíîæå-
ñòâî ðåëÿòèâèñòñêèõ îáîáùåíèé íåðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà,
êàê ñêàëÿðíûõ, òàê è òåíçîðíûõ èëè ñêàëÿðíî-òåíçîðíûõ (âåêòîðíûõ
íåëüçÿ, òàê êàê íàì íóæíî ïîëó÷èòü ïðèòÿæåíèå, à íå îòòàëêèâàíèå,
ìåæäó çàðÿäàìè îäíîãî çíàêà), íî äëÿ âûáîðà íóæåí êàêîé-òî ïðèíöèï,
è ýòîò ïðèíöèï äîëæåí áûòü âçÿò èç ôèçèêè. Ýéíøòåéí, áóäó÷è ñîâñåì
íå ìàòåìàòèêîì, à ôèçèêîì äî ìîçãà êîñòåé - íåäàðîì Ë.Ä.Ëàíäàó åãî
åäèíñòâåííîãî ïîìåñòèë â ïåðâûé êëàññ ñâîåé òàáåëè î ðàíãàõ ôèçèêîâ-
òåîðåòèêîâ (Íèëüñó Áîðó, Ïîëþ Äèðàêó, Ýðâèíó Øðåäèíãåðó è Âåðíåðó
Ãåéçåíáåðãó îí îòâåë ïîëóòîðíûé êëàññ) - íà÷àë êàê ðàç ñ ïîèñêîâ òà-
êîãî ôèçè÷åñêîãî ïðèíöèïà. Îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî ðàâåíñòâî èíåðòíîé
è ãðàâèòàöèîííîé ìàññ, îòêðûòîå Ãàëèëååì, íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì, è
äëÿ íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèè ýòîãî ïðèäóìàë ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ
ëèôòîì. Ïðåäïîëîæèì, âû çàïåðòû â ëèôòå è íå ìîæåòå èìåòü íèêàêèõ
ñíîøåíèé ñ âíåøíèì ìèðîì. Ïóñòü â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå ëèôò, íàõîäÿ-
ùèéñÿ âäàëè îò ãðàâèòèðóþùèõ òåë, äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì
ââåðõ (èìååòñÿ â âèäó, â íàïðàâëåíèè îò íîã ê ãîëîâå). Âû, ñîãëàñíî çà-
êîíàì ìåõàíèêè, áóäåòå ÷óâñòâîâàòü ñâîé âåñ, îáóñëîâëåííûé äàâëåíèåì
íîã íà ïîë ëèôòà. Âî âòîðîì æå ýêñïåðèìåíòå ëèôò ïîêîèòñÿ îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðûõ ãðàâèòèðóþùèõ òåë, ñîçäàþùèõ â ëèôòå ïîñòîÿííîå
ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, òÿíóùåå ëèôò âíèç (ðàçóìååòñÿ, äëÿ òîãî, ÷òîáû
îñòàâàòüñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, íóæíî âêëþ÷èòü, íàïðèìåð, ðåàêòèâíûå
äâèãàòåëè, íî âû îá ýòîì íå äîãàäûâàåòåñü). Âû îïÿòü áóäåòå ÷óâñòâî-
âàòü âåñ, è íåò íèêàêèõ ñïîñîáîâ âûÿâèòü èñòèíó. Òàê Ýéíøòåéí ïðèøåë
ê ôîðìóëèðîâêå ñâîåãî çíàìåíèòîãî ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàâè-
òàöèè è ñèë èíåðöèè. Ðàçóìååòñÿ, ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ ëèôòîì -
áîëüøàÿ èäåàëèçàöèÿ. Íåâîçìîæíî ñîçäàòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì îäíî-
ðîäíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, òàêæå êàê è ïîñòîÿííîå óñêîðåíèå (ïðîñòî
íàïðîñòî ãîðþ÷åãî íå õâàòèò). Â íåîäíîðîäíîì æå ïîëå ïðèíöèï ýêâè-
âàëåíòíîñòè äåéñòâóåò ëèøü ëîêàëüíî, ïðè÷åì, ÷åì áîëüøå ýòè íåîä-
íîðîäíîñòè, òåì ìåíüøå äîëæåí áûòü ëèôò, ÷òîáû íàáëþäàòåëü, ñèäÿ-
ùèé â íåì, íå ìîã, ïðîâîäÿ èçìåðåíèÿ, âûÿñíèòü, óñêîðÿåòñÿ ëè îí, èë

5



æå ïðèòÿãèâàåòñÿ ñèëîé òÿæåñòè. Êðîìå òîãî, îïåðàòîð, óïðàâëÿþùèé
ðåàêòèâíûìè äâèãàòåëÿìè ëèôòà, äîëæåí çàðàíåå çíàòü ðàñïðåäåëåíèå
ñèëîâûõ ïîëåé. ßñíî òåïåðü, ÷òî òÿãîòåíèå è ñèëû èíåðöèè âñå-òàêè ðàç-
íûå âåùè. Ãðàâèòàöèÿ - îáúåêòèâíàÿ ðåàëüíîñòü, à ñèëû èíåðöèè, õîòÿ
è ðåàëüíîñòü, íî â îïðåäåëåííîé ìåðå ñóáúåêòèâíàÿ.

Òóò Ýéíøòåéí ñäåëàë î÷åíü ñìåëûé è ðåøèòåëüíûé øàã. Ïîñêîëüêó
óñêîðåííûé íàáëþäàòåëü "âèäèò"ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ èíà÷å, ÷åì íàáëþ-
äàòåëü èíåðöèàëüíûé, òî è íàáëþäàòåëü â ïîëå òÿæåñòè òàêæå äîëæåí
âèäåòü åãî èíà÷å. È Ýéíøòåéí ïðåäïîëîæèë, ÷òî â ïîëå òÿæåñòè òàêîå
èçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîâåðøåííî ðåàëüíî, à íå ïðîñòî èçìå-
íåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò (íàïðèìåð, ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàò
â ïëîñêîì ìíîãîîáðàçèè Ìèíêîâñêîãî ê êîîðäèíàòàì Ðèíäëåðà, îïèñû-
âàþùèõ ðàâíîóñêîðåííûõ íàáëþäàòåëåé, îò÷åãî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íå
ïåðåñòàåò áûòü ëîêàëüíî ïëîñêèì). È ýòà ðåàëüíîñòü - èñêðèâëåííîå
ðèìàíîâî ïñåâäîýâêëèäîâî ìíîãîîáðàçèå. Â îòëè÷èå îò ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ðàçëè÷íîå îïèñàíèå êîòî-
ðîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ íàáëþäàòåëåé - ÿâëåíèå
÷èñòî êèíåìàòè÷åñêîå, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè äèíàìè÷åñêîå, çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåííîé â íåì ìàòåðèè è äîëæíî
îïèñûâàòüñÿ íåêîòîðûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ñðàçó æå
âîçíèêàþò äâà âîïðîñà: êàêèìè äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè äîëæíî
îïèñûâàòüñÿ ðåëÿòèâèñòñêîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå è êàêèì äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü? Ïðåæäå, ÷åì äàòü îòâå-
òû, îòìåòèì äâà âàæíûõ îáñòîÿòåëüñòâà: âî-ïåðâûõ, â íåðåëÿòèâèñòñêîì
ïðåäåëå ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ãðàâèòàöèîííûé ïî òåíöèàë φ è óðàâíå-
íèå Ïóàññîíà (1), è, âî-âòîðûõ, óðàâíåíèÿ äîëæíû çàïèñûâàòüñÿ â êî-
âàðèàíòíîé ôîðìå (ò.å., áûòü ñêàëÿðíûìè, òåíçîðíûìè ...), ïîñêîëüêó
òåïåðü íà ñìåíó èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ
â íåðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêå è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà â ñïåöèàëüíîé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðèõîäèò èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî îáùèõ
äèôôåîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, îïèñûâàåìûõ íóæíîå ÷èñëî
ðàç äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò.

Áóäåì îòâå÷àòü íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû ïî ïîðÿäêó. Èòàê, ÷òî òà-
êîå ãðàâèòàöèîííûå ïîòåíöèàëû, èíà÷å, äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, â îá-
ùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè? Â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè îñíîâíûì îáúåê-
òîì (â êîíå÷íîì ñ÷åòå îïðåäåëÿþùèì âñå ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ìíîãî-
îáðàçèÿ) ÿâëÿåòñÿ ïîëå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ, îïðåäåëÿþùåå âåëè-
÷èíó èíòåðâàëà ds ìåæäó äâóìÿ áëèçëåæàùèìè òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà-
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âðåìåíè: ds2 =
∑

α,β gαβ dx
α dxβ (ãðå÷åñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ

(0,1,2,3), à ëàòèíñêèå èíäåêñû - ïðîñòðàíñòâåííûå (1,2,3)). Â ñïåöèàëü-
íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñòàíäàðòíàÿ ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî â êîîð-
äèíàòàõ, ñâÿçàííûõ ñ èíåðöèàëüíûìè íàáëþäàòåëÿìè, ðàâíà diag(+�),
ò.å., ds2 = c2 dt2 − d~x2. Â èñêðèâëåííîì æå ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè âñåãäà
ìîæíî ïðèâåñòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â çàäàííîé òî÷êå (xα(0)) ê ìåòðè-
êå Ìèíêîâñêîãî. Äåéñòâèòåëüíî, èç 16 âîçìîæíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà
âòîðîãî ðàíãà ìû èìååì òîëüêî 10 â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ïî èíäåêñàì.
Ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò x′α = x′α(xβ) ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè íóëþ
íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû g0i , i = 1, 2, 3 (è åùå îäíà ñòåïåíü ñâîáî-
äû îñòàåòñÿ â çàïàñå). Çàôèêñèðîâàâ x0 = x0

(0), è èñïîëüçóÿ ïîäãðóïïó

x′ i = xi(xk) , i, k = 1, 2, 3 óáåðåì êîìïîíåíòû âèäà glj , l, j = 2, 3, à
ïîñëå ôèêñàöèè x1

0 ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ x′ j = xj(xl) ïðèâåäåì,
îêîí÷àòåëüíî, ìåòðèêó ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Òåïåðü, âûáðàâ çàäàí-
íóþ òî÷êó íà÷àëîì êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû (0,0,0,0), ïðîñòûì ìàñøòàá-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëó÷àåì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ýòîé òî÷êå â âèäå
diag(+1,−1,−1,−1).

Ñðàâíèì,äàëåå, ëàãðàíæèàíû äëÿ ÷àñòèöû â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå â
íåðåëÿòèâèñòñêîé è ðåëÿòèâèñòñêîé (â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðèáëèæåíèè)
ìåõàíèêàõ. Â íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè ëàãðàíæèàí äëÿ ÷à-
ñòèöû ìàññû µ ðàâåí

L = T − U + const =
µ ~V 2

2
− µφ+ const, (5)

ãäå T - êèíåòè÷åñêàÿ, à U - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ~V - ñêîðîñòü ÷àñòè-
öû, à äîáàâëåííàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà íèêàê íå âëèÿåò íà óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ. Â ðåëÿòèâèñòñêîé æå òåîðèè ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ äëÿ
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÷àñòèöû, êàê èçâåñòíî, ðàâåí

S = −µ c
∫
ds

= −µ c
∑
α,β

∫ √
gαβ dxα dxβ

= −µ c
∑
i=1,2,3

∫ √
g00 c2 dt2 + 2g0i c dt dxi − d~x2

= −µ c2
∑
i=1,2,3

∫ √
g00 + 2g0i

V i

c
−
~V 2

c2
. (6)

Ëàãðàíæèàí, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí

L = −µ c2 Σi=1,2,3

√
g00 + 2g0i

V i

c
−
~V 2

c2
. (7)

Äàëåêî îò èñòî÷íèêîâ ãðàâèòàöèè r →∞ ìåòðèêà ïðèáëèæàåòñÿ ê ìåò-
ðèêå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî, ò.å., g00 → 1 , g0i → 0 , gii →
−1 (êñòàòè, ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû g0i âñåãäà ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê íóëþ
ïîäõîäÿùèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò), è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå
(V

2

c2
� 1) ïîëó÷àåì

L ≈ −µ c2

√
g00 −

~V 2

c2

≈ −µ c2

(
√

1 + α−
~V 2

2c2

)

≈ −µ c2 (1 +
α

2
) +

µ~V 2

2

=
µ~V 2

2
− αµ

2c2
− µc2. (8)

Çäåñü α - íåêîòîðàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñðàâíèâàÿ ñ íåðå-
ëÿòèâèñòñêèì ëàãðàíæèàíîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ äî ñèõ ïîð
êîíñòàíòà ðàâíà (−µ c2), à

g00 = 1 +
2φ

c2
. (9)
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Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, ïîòåíöèàë φ âõîäèò è â äðóãèå êîìïîíåíòû ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà (çäåñü îíè íå áûëè ó÷òåíû â ñèëó ìàëîñòè ñêîðî-
ñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà), ìû âèäèì, ÷òî ñêàëÿðíûé ïî-
òåíöèàë íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè ïåðåõîäèò â îáùåé òåî-
ðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà - ìåòðèêó
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ - îá óðàâíåíèÿõ - íàì íåîáõîäèìû äîïîë-
íèòåëüíûå çíàíèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ÷åìó áóäåò ïîñâÿ-
ùåíà ñëåäóþùàÿ ãëàâà. Çäåñü æå, ñëåäóÿ Ýéíøòåéíó, ñäåëàåì ïåðâûå øà-
ãè. Âî-ïåðâûõ, äîëæíî áûòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ëèíåéíîå ïî
âòîðûì ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Âî-âòîðûõ, èç ñïå-
öèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ìàññû ρ (èëè,
÷òî îäíî è òî æå, ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε = ρ c2) åñòü ëèøü (00) -êîìïîíåíòà
ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Tαβ. Â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà
ôèçèêè íå èíòåðåñîâàëèñü äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèåé - îíà èì ïî-
ïðîñòó íå áûëà íóæíà. Ýéíøòåéí íå áûë èñêëþ÷åíèåì. Èìåííî ïîýòîìó
îí õîäèë ïî êîðèäîðàì Áåðëèíñêîãî óíèâåðñèòåòà è Áåðëèíñêîé àêàäå-
ìèè íàóê, ïîäõîäèë ê êàæäîìó ìàòåìàòèêó è ãîâîðèë: äàéòå ìíå ñèì-
ìåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ëèíåéíûé ïî âòîðûì ïðîèçâîäíûì îò
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà! Íàêîíåö, îí ïîëó÷èë ïîëîæèòåëüíûé îòâåò!

3 Îòðûâîê èç äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè:

òî, ÷òî íóæíî íàì.

3.1 Òåíçîðíàÿ àëãåáðà.

Òîò êóñîê äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, êîòîðûé íàì íóæåí, èìååò
äåëî ñ âåêòîðàìè è èõ îáîáùåíèåì - òåíçîðàìè (èëè, íàîáîðîò, ñ òåí-
çîðàìè, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû). Òåíçîðû èìåþò
âïîëíå îïðåäåëåííûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé è îáëàäàþò î÷åíü âàæíûì ñâîéñòâîì: åñëè
âåêòîð èëè òåíçîð ðàâåí íóëþ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî îí ðàâåí
íóëþ è â ëþáîé äðóãîé. Êðîìå òîãî, âåêòîðû è òåíçîðû - ëèíåéíûå îáú-
åêòû, ò.å. ñóììà èõ ïåðåõîäèò â ñóììó ïðåîáðàçîâàííûõ, è óìíîæåíèå
íà íåêîòîðîå ÷èñëî ïðèâîäèò ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèå ê óìíîæåíèþ íà òî
æå ÷èñëî. Íà÷íåì ñ âåêòîðîâ.

Âåêòîð ñ âåðõíèì èíäåêñîì Ai íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì, ñ íèæ-
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íèì - Ai - êîâàðèàíòíûì. Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî âåê-
òîðà ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò xi ê íîâûì êîîðäèíàòàì x′ i èìååò âèä

A′i =
∂x′i

∂xk
Ak, (10)

àäëÿ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà èñïîëüçóþò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

A′i =
∂xk

∂x′i
Ak, (11)

òàê ÷òî ñâåðòêà âåêòîðîâ AiA
i, ÿâëÿþùàÿñÿ ñêàëÿðîì (îáúåêòîì áåç èí-

äåêñîâ), îñòàåòñÿ íåèçìåííîé:

A′iA′i =
∂x′i

∂xk
∂xl

∂x′i
AkAl = δlkA

kAl = AkAl, (12)

êàê è äîëæíî áûòü. Â ýòèõ ôîðìóëàõ ìû èñïîëüçîâàëè òàê íàçûâàåìîå
ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà: ïî äâóì îäèíàêîâûì èíäåêñàì ââåðõó è âíèçó
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, ÷òî çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò íàïèñàíèå è
óëó÷øàåò íàãëÿäíîñòü è îáîçðèìîñòü òåíçîðíûõ ôîðìóë. Ìîëîäåö Ýéí-
øòåéí! Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåò ñâîéñòâî
ëèíåéíîñòè.

Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà - ýòî îáúåêò ñ äâóìÿ èíäåêñàìè: èëè ââåðõó
Aik - êîíòðàâàðèàíòíûé, èëè âíèçó Aik - êîâàðèàíòíûé, èëè îäèí ââåð-
õó è îäèí âíèçó Aik - ýòî ò.í. ñìåøàííûé òåíçîð. ×òîáû íàïèñàòü çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðà ïðè èçìåíåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ AiAk, A

iAk èëè AiAk, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå êàê åäèíûé îáúåêò - òîæå òåíçîð, ïîýòîìó òåíçîð ïðåîá-
ðàçóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðîâ ñ
íåîáõîäèìûìè ñâåðòêàìè (ñóììèðîâàíèåì) îäèíàêîâûõ âåðõíèõ è íèæ-
íèõ èíäåêñîâ. Âûïèøåì ýòîò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ â ÿâíîì âèäå:

T ′ik =
∂x′i

∂xl
∂x′k

∂xm
T lm

T ′ik =
∂xl

∂x′i
∂xm

∂x′k
Tlm

T ′ik =
∂x′i

∂xl
∂xm

∂x′k
T lm. (13)
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Ñâåðòêà æå T ii åñòü ñêàëÿð (íåò "æèâûõ"èíäåêñîâ, òîëüêî ñóììèðîâàíèå
ïî "íåìîìó"èíäåêñó i), ïîäòâåðæäåíèåì ýòîìó - çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

T ′kk =
∂x′k

∂xl
∂xm

∂x′k
T lm = δml T

l
m = T ll . (14)

Îáîáùåíèå íà òåíçîðû òðåòüåãî, ÷åòâåðòîãî è áîëåå âûñîêèõ ðàíãîâ î÷å-
âèäíî: óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà èíäåêñîâ ïðîñòî âåäåò ê óâåëè÷åíèþ êîëè-
÷åñòâà ñîìíîæèòåëåé â çàêîíå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ íåîáõîäèìûìè ñóììè-
ðîâàíèÿìè (ñâåðòêàìè). Ñâåðòêà ïî îäíîìó âåðõíåìó è îäíîìó íèæíåìó
èíäåêñàì ïîíèæàåò ðàíã òåíçîðà íà äâå åäèíèöû. Òàê, íàïðèìåð, ìåò-
ðèêà ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàëîì ds2 ìåæäó áëèçëåæàùèìè
òî÷êàìè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ñâåðòêîé gαβ ñ ïðîèçâåäå-
íèåì áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåêòîðîâ dxα dxβ, ÷òî è äîêàçûâàåò òåíçîðíûé
õàðàêòåð ìåòðèêè.

3.2 Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Íî íåäîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî òåíçîðíóþ àëãåáðó. Íåîáõîäèìî óìåòü
äèôôåðåíöèðîâàòü òåíçîðû (âñïîìíèì, ÷òî íàøà öåëü - äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà). Â ïëîñêîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî â ãàëèëååâûõ êîîðäèíàòàõ (ds2 =
dt2− dx2− dy2− dz2) äèôôåðåíöèàë êîíòðàâàðèàíòíîãî òåíçîðà Ai òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì dAi. Íî â èñêðèâëåííîì ìíîãîîáðàçèè (à òàêæå
â ïëîñêîì, íî â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ) ýòî óæå íå òàê. Â ñàìîì
äåëå,

Ai =
∂xi

∂x′k
A′k ,

dAi =
∂xi

∂x′k
dA′k +

∂2xi

∂x′k∂x′l
A′k dx′l , (15)

è âåêòîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ íàðóøàåòñÿ ïðèñóòñòâèåì âòîðîãî
ñëàãàåìîãî, êîòîðîå ðàâíî íóëþ, òîëüêî åñëè ýòî ïðåîáðàçîâàíèå åñòü
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íîâûõ êîîðäèíàò. Ïî÷åìó òàêîå ïðîèñõîäèò? Ìû ìî-
æåì ñðàâíèâàòü (âû÷èòàòü) âåêòîðû òîëüêî â îäíîé è òîé æå òî÷êå, à äëÿ
ýòîãî íóæíî êàê-òî ïåðåíåñòè îäèí èç äâóõ áåñêîíå÷íî áëèçêèõ âåêòîðîâ
â äðóãóþ òî÷êó, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ãàëè-
ëååâûõ êîîðäèíàòàõ ñîâïàäàëà ñ dAi. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû íàé-
òè îáîáùåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Êðîìå òîãî, ìû õîòèì, ÷òîáû ýòîò
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îáîáùåííûé äèôôåðåíöèàë áûë âåêòîðîì (â îáùåì ñëó÷àå - òåíçîðîì),
ò.å., êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèàëîì. Äëÿ ýòîãî åñòü è ìàòåìàòè÷åñêèå,
è ôèçè÷åñêèå îñíîâàíèÿ. Èñòîðè÷åñêè îáîáùåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíî-
ñà áûëî íàéäåíî ïðè èññëåäîâàíèè äâóìåðíûõ èñêðèâëåííûõ ïîâåðõíî-
ñòåé. Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ïîìåùàëàñü â ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
îáû÷íûì îáðàçîì ïðîèçâîäèëñÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà, à çàòåì
ðåçóëüòàò ïðîåêòèðîâàëñÿ íàçàä íà ïîâåðõíîñòü. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàë
ïðè ýòîì íîâûé, îáîáùåííûé, äèôôåðåíöèàë. Ôèçè÷åñêèå îáîñíîâàíèÿ
âîò êàêèå. Ìû óæå óïîìèíàëè î òîì, ÷òî â ïðèñóòñòâèè ãðàâèòèðóþùèõ
òåë ñòàòè÷åñêèé íàáëþäàòåëü, íà ñàìîì äåëå, èìååò íåíóëåâîå óñêîðå-
íèå, Åñòåñòâåííî, ñâîáîäíî ïàäàþùèé íàáëþäàòåëü äîëæåí ïàäàòü áåç
óñêîðåíèÿ (ðåàêòèâíûå äâèãàòåëè âûêëþ÷åíû). Î÷åâèäíî, ÷òî îáû÷íûì
îáðàçîì îïðåäåëåííîå óñêîðåíèå (âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êîîðäèíàò ïðî-
ñòðàíñòâà ïî âðåìåíè) îòíþäü íå ðàâíà íóëþ. Íóëåâûì äîëæíî áûòü
êîâàðèàíòíîå óñêîðåíèå, êîòîðîå îñòàåòñÿ íóëåâûì â ëþáîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà. Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíè-
ÿìè è ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ïðÿìûõ â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè,
òàêæå è â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè - "êðàò÷àéøèé"ïóòü ìåæäó äâóìÿ òî÷-
êàìè.

Ïóñòü Ai - âåêòîðíîå ïîëå, Ai(x) è Ai(x+dx) - åãî çíà÷åíèÿ â áëèçëå-
æàùèõ òî÷êàõ. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, Ai(x+dx) = Ai+dAi, è ïóñòü ïî-
ñëå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (êîòîðûé ïîêà ÷òî íàìè íå îïðåäåëåí)âåêòîð
Ai(x) ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå δAi, ò.å., Ai → Ai + δAi. Î÷åâèäíî,dAi − δAi
- âåêòîð. Íàçîâåì êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèàëîì

DAi = dAi − δAi. (16)

×òîáû ÿâíî áûëà âèäíà ëèíåéíîñòü êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
çàïèøåì ïðèðàùåíèå δ â âèäå

δAi = −ΓiklA
k dxl, (17)

çíàê ìèíóñ - "èñòîðè÷åñêèé à âåëè÷èíû Γikl çàâèñÿò òîëüêî îò ñâîéñòâ
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ òî÷íîñòüþ äî êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ýòè âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè (èëè ïðîñòî ñâÿç-
íîñòüþ). Èòàê,

DAi = dAi + ΓiklA
k dxl. (18)

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ Γikl ñëåäóåò èç (15) è âåêòîðíîãî õàðàêòåðà DAi:

Γ′ikl = Γpmn
∂x′i

∂xp
∂xm

∂x′k
∂xn

∂x′l
+

∂2xm

∂x′k∂x′l
∂x′i

∂xm
. (19)
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Êðîìå ëèíåéíîñòè, ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ïðàâèëî Ëåéáíèöà
äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé, íàïðèìåð,

DAiBk = (DAi)Bk + Ai (DBk) , (20)

à òàêæå, ÷òîáû êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë ñêàëÿðà ñîâïàäàë ñ îáû÷-
íûì äèôôåðåíöèàëîì,Dϕ = dϕ, ò.å., ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå δϕ = 0,
ϕ(x)→ ϕ(x+dx). Òåïåðü ëåãêî ïîëó÷èòü ïðàâèëî êîâàðèàíòíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ êîâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü ϕ - ñâåðòêà äâóõ âåêòîðîâ,
ϕ = AiBi, òîãäà

D(AiBi) = (DAi)Bi + AiDBi

= (dAi)Bi + ΓiklA
k Bi dx

l + AiDBi

= (dAi)Bi + Ai dBi ;

DBi = dBi − ΓkilBk dx
l . (21)

Íåñëîæíî òàêæå ïîíÿòü, êàêèì äîëæíî áûòü êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå òåíçîðîâ. Ïîñêîëüêó ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âåäåíèå âåêòîðîâ, ÿñíî, ÷òî îïåðàöèÿ äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ ïî êàæäîìó
èíäåêñó ñ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà Ëåéáíèöà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûïèøåì
ðåçóëüòàò äëÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà Aik, Aik A

i
k

DAik = dAik + ΓilmA
lk dxm − ΓklmAil dx

m ,

DAik = dAik − ΓlimAlk dx
m − ΓlkmAil dx

m ,

DAik = dAik + ΓilmA
l
k dx

m − ΓlkmA
i
l dx

m . (22)

Ai; k

DAi =

(
∂Ai

∂xl
+ ΓiklA

k

)
dxl ≡ Ai;k dx

l ,

Ai; k = Ai, k + ΓiklA
l ,

Ai; k = Ai, k − Γlik Al , (23)

ãäå ââåäåíû îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ: çàïÿòàÿ îçíà÷àåò îáû÷íóþ ÷àñò-
íóþ ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòå ñ èíäåêñîì "ê à òî÷êà ñ çàïÿòîé - êîâà-
ðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ.
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3.3 Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè. Ìåòðè÷åñêàÿ

ñâÿçíîñòü.

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äî ñèõ ïîð ñâÿçíîñòü íèêàê íå áûëà
ñâÿçàíà ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì (ìóõè îòäåëüíî - êîòëåòû îòäåëüíî),
ò.å., ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, îïðåäåëÿþùàÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, ñîâåðøåííî íåçàâèñèìà îò ñâÿçíîñòè, îïðåäå-
ëÿþùåé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðîâ è òåíçîðîâ. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà
íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè àôôèííîé ñâÿçíîñòè. Åäèíñòâåííî, ÷òî ìû
çíàåì î êîýôôèöèåíòàõ ñâÿçíîñòè - ýòî èõ çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè
ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé. Â ôèçèêå ðàçëè÷àþò
íåñèììåòðè÷íûå ñâÿçíîñòè Γikl 6= Γilk è ñèììåòðè÷íûå Γikl = Γilk. Â ïåð-
âîì ñëó÷àå âîçíèêàåò òåíçîð êðó÷åíèÿ Sikl = Γikl − Γilk (ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ýòî èìåííîé òåíçîð). Ýòî ïðèâîäèò, â êîíöå êîíöîâ, ê òàê íàçûâàåìîé
òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà-Êàðòàíà ñ î÷åíü ñëîæíîé ìàòåìàòèêîé è
ïîêà íå ïîäòâåðæäåííîé íàáëþäåíèÿìè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü
äåëî òîëüêî ñ ñèììåòðè÷íûìè ñâÿçíîñòÿìè. Îêàçûâàåòñÿ, òàêîå ïðîñòîå
(è òîëüêî îíî) îãðàíè÷åíèå íà ñòðóêòóðó êîýôôèöèåíòîâ Γiil ïðèâîäèò
ê èíòåðåñíûì è âàæíûì ñëåäñòâèÿì. Óêàæåì çäåñü äâà èç íèõ. Ïåðâîå:
âñåãäà ìîæíî îïðåäåëåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò ñäåëàòü êîýô-
ôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ðàâíûìè íóëþ (ýòî íå òåíçîð!) â çàäàííîé òî÷êå,
íå çàòðàãèâàÿ ïðè ýòîì ìåòðèêó. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçî-
âàíèå

x′i = xi +
1

2
(Γikl)0 x

k xl (24)

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè, èíäåêñ "0"óêàçûâàåò, ÷òî ñâÿç-
íîñòü çàäàíà èìåííî â ýòîé òî÷êå. Çàïèøåì óðàâíåíèå (19 íàîáîðîò, ò.å.,
ïîìåíÿåì ìåñòàìè øòðèõîâàííûå è íåøòðèõîâàííûå âåëè÷èíû:

(Γ′ikl)0 = (Γpmn)0
∂xi

∂x′p
∂x′m

∂xk
∂x′n

∂xl
+
∂2x′m

∂xk∂xl
∂xi

∂x′m
. (25)

Òîãäà

∂x′i

∂xk
= δik +

1

2

(
(Γikl)0 + (Γilk)0

)
xl ,

∂2x′i

∂xk∂xl
=

1

2

(
(Γikl)0 + (Γilk)0

)
. (26)
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Òåïåðü ïîëîæèì â ïåðâîì óðàâíåíèè xl = 0, ò.å., (∂′x
i

∂xk
= δik è (g′ik)0 =

(gik)0. Ïîäñòàâèâ âñå ýòî â çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

(Γ′ikl)0 =
1

2

(
(Γikl)0 − (Γilk)0

)
. (27)

Åñëè æå ñâÿçíîñòü ñèììåòðè÷íà, òî èìååì èñêîìûé ðåçóëüòàò:

(Γ′ikl)0 = 0 ; (g′ik)0 = (gik)0 . (28)

Âòîðîå æå ñâîéñòâî ñîñòîèò âîò â ÷åì. Ðàññìîòðèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèç-
âîäíóþ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà Ai. Ïåðåñòàâèì èíäåêñû â òåíçîðå Ai; k è
çàïèøåì ðàçíîñòü (Ai; k −Ak; i) â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð Ai - ãðàäèåíòíûé,
ò.å., Ai = ∂ϕ

∂xi
, ãäå ϕ - íåêèé ñêàëÿð. Òîãäà

Ai; k − Ak; i =
∂2ϕ

∂xi∂xk
− ∂2ϕ

∂xk∂xi
− (Γlik − Γlki)

∂ϕ

∂xl

= −(Γlik − Γlki)
∂ϕ

xl
. (29)

Åñëè ñâÿçíîñòü ñèììåòðè÷íà, òî Ai; k = Ak; i.
Ñðåäè ñèììåòðè÷íûõ ñâÿçíîñòåé îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò îäíà, îïðåäå-

ëÿåìàÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì. Îíà íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ,
à êîýôôèöèåíòû Γikl - ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ. Íî ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè
ê åå ðàññìîòðåíèþ, ñäåëàåì íåáîëüøîå, íî âàæíîå îòñòóïëåíèå. Äî ñèõ
ïîð ìû ñ÷èòàëè ðàçëè÷íûìè êîâàðèàíòíûå è êîíòðàâàðèàíòíûå âåêòîðû
Ai è Ai, òåíçîðû Aik, Aik A

i
k è ò.ä. Íî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik è îáðàòíûé

åìó òåíçîð gik, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì gikgkl = δil , ãäå δ
i
l - åäèíè÷-

íûé òåíçîð diag(1, 1, 1, 1), íàçûâàåìûé ñèìâîëîì Êðîíåêåðà, ïîçâîëÿåò
ââåñòè îïåðàöèþ ïîäíèìàíèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ. Èìåííî, êàæäîìó
êîíòðàâàðèàíòíîìó âåêòîðó Ak ñîîòâåòñòâóåò êîâàðèàíòíûé òåíçîð Ai,
Ai = gik A

k è íàîáîðîò, Ai = gik Ak. Ýòè îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàíû ìåæäó
ñîáîé, èìåííî, Ai = gik A

k = gik g
klAl = δli Al = Ai. Äëÿ òåíçîðîâ âñå

îïðåäåëÿåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîãî èíäåêñà â îòäåëüíî-
ñòè, òàê, íàïðèìåð, Aik, Aik è Aik ýòî îäèí è òîò æå òåíçîð â ðàçíûõ
èïîñòàñÿõ. Â äàëüíåéøåì îäèíàêîâîé áóêâîé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âåê-
òîð èëè òåíçîð íåçàâèñèìî îò òîãî, âíèçó ó íåãî èëè ââåðõó êàêîé-ëèáî
èíäåêñ.

Íî âåðíåìñÿ ê íàøèì áàðàíàì. Ìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü (ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ) îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

gik ; l = 0 (30)
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, gik; l = 0 â ñèëó íîðìèðîâêè íà ïîñòîÿííûé åäèíè÷-
íûé òåíçîð è ïðàâèëà Ëåéáíèöà è ëèíåéíîñòè îïåðàöèè êîâàðèàíòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ñäåëàåì â ïðåäûäóùåì óðàâíåíèè öèêëè÷åñêóþ
ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ è çàïèøåì ýòî â ðàçâåðíóòîì âèäå.

gil; l =
∂gik
∂xl
− Γmil gmk − Γmkl gmi = 0 ,

gli; k =
∂gli
∂xk
− Γmkl gmi − Γmik gml = 0 ,

gkl; i =
∂gkl
∂xi
− Γmik gml − Γmil gml = 0 . (31)

Ñëîæèì òåïåðü ëþáûå äâà èç ýòèõ óðàâíåíèé è âû÷òåì èç ñóììû òðåòüå:

∂gkl
∂xi
− ∂gkl
∂xi
− ∂gli
∂xk

+ 2gmlΓ
m
ki = 0 (32)

Ñâåðòûâàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ îáðàòíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì glj,
ïîëó÷àåì

Γjik =
1

2
gjl(

∂gil
∂xk

+
∂gkl
∂xi
− ∂gik
∂xl

). (33)

Î÷åâèäíî òåïåðü, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì è åãî ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè. Ìû óæå âèäåëè,
÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â çàäàííîé òî÷êå âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê äèà-
ãîíàëüíîé ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî, à êîýôôèöèåíòû ñèììåòðè÷íîé ñâÿç-
íîñòè ñäåëàòü ðàâíûìè íóëþ â ýòîé æå òî÷êå, íå çàòðàãèâàÿ êîìïîíåíòû
ìåòðèêè. Åñëè æå ìû èìååì äåëî ñ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, òî àâòîìà-
òè÷åñêè ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ∂gik

∂xl
(x(0)) = 0. Ïîñêîëüêó â

ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïî-
íåíò ìåòðèêè (ïîòåíöèàëîâ) - ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà, òî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî èìåííî âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò
ìåòðèêè èëè, ýêâèâàëåíòíî, ïåðâûå ïðîèçâîäíûå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
äîëæíû îïðåäåëÿòü êðèâèçíó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Êîýôôèöèåíòû ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ïîçâîëÿþò âûâåñòè ðÿä î÷åíü
ïîëåçíûõ ôîðìóë. Ïóñòü g - äåòåðìèíàíò ìåòðèêè gαβ. Î÷åâèäíî, ÷òî
åãî êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë ðàâåí íóëþ (äåòåðìèíàíò ðàâåí ñóììå
ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò ìåòðèêè - äàëåå ïðàâèëî Ëåéáðèöà).
Âû÷èñëèì îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë ýòîãî äåòåðìèíàíòà. Èç òåîðèè
ìàòðèö èçâåñòíî, ÷òî dg = M ik dgik, ãäå M

ik - ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíîðû.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òà æå òåîðèÿ ìàòðèö ãîâîðèò íàì, ÷òî îáðàòíûé ìåò-
ðè÷åñêèé òåíçîð ðàâåí gik = Mik

g
, îòñþäà

dg = g gik dgik = −g gik dgik (gikgkl = δkl ) (34)

Âû÷èñëèì òåïåðü ñâåðòêó ñèìâîëîâ Γiki:

Γiki =
1

2
gil(glk, i + gli, k − gki, l) =

1

2
gilgli, k =

∂ ln
√
−g

∂xk
. (35)

Ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ïåðâîì ðàâåíñòâå ñîêðàùàþòñÿ â ñèëó ñèì-
ìåòðèè ïî ñâåðòûâàåìûì èíäåêñàì (i, l), à îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñëå-
äóåò èç (34). Äðóãàÿ ñâåðòêà, gik Γlik, òàêæå ïðåâðàùàåòñÿ â óäîáîâàðèìîå
ïðè êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèÿõ âûðàæåíèå:

gik Γlik =
1

2
gik glm(gmi,k + gmk,i − gik,m) = gik gmk,i g

lm − 1

2
gik gik,m g

lm

= −(
√
−g),m√
−g

glm − gik gmk glm,i = −(
√
−g),m√
−g

glm − glm,m

= −(
√
−g glm),m√
−g

. (36)

Ïîêàæåì, äàëåå, êàê êîâàðèàíòíóþ äèâåðãåíöèþ Ai; i ìîæíî ïåðåïèñàòü
÷åðåç îáû÷íóþ äèâåðãåíöèþ, ÷òî îñîáåííî öåííî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
îáúåìíûõ èíòåãðàëîâ â ïîâåðõíîñòíûå è ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåòñÿ (êàê
ìû óâèäèì) ïðè âû÷èñëåíèÿõ ôóíêöèîíàëîâ â ïðèíöèïå íàèìåíüøåãî
äåéñòâèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

Ai; i = Ai, i + Γiik A
k = Ai,i +

(
√
−g), k√
−g

Ak

=
1√
−g

∂(
√
−g Ai)
∂xi

=
(
√
−g Ai), i√
−g

. (37)

Ïðèâåäåì åùå äâà ïðèìåðà äèâåðãåíöèé, àíòèñèììåòðè÷íîãî è ñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà, (áåç äîêàçàòåëüñòâà - îíî î÷åâèäíî):

Aik = −Aki, Aik; k =
(
√
−g Aik), k√
−g

;

Aik = Aki , Aki; k =
(
√
−g Aki ), k√
−g

− 1

2
gkl, iA

kl . (38)
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Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òåí-
çîðîâ. Íî â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåí è ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî
è ñ òåíçîðíûìè ïëîòíîñòÿìè - îáúåêòàìè, â çàêîí ïðåîáðàçîâàíèå êî-
òîðûõ âõîäèò ÿêîáèàí ïåðåõîäà (âîçâåäåííûé â íåêîòîðóþ ñòåïåíü) îò
îäíèõ êîîðäèíàò ê äðóãèì. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ è ïîòîìó ñàìûé
èçâåñòíûé èç íèõ - ýòî

√
−g, êîðåíü êâàäðàòíûé èç äåòåðìèíàíòà ìåò-

ðè÷åñêîãî òåíçîðà, ÿâëÿþùèéñÿ íåïðåìåííûì àòðèáóòîì ïîäûíòåãðàëü-
íîãî âûðàæåíèÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îáúåìó è îäíîâðåìåííî ñêàëÿð-
íîé ïëîòíîñòüþ ïåðâîé ñòåïåíè. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ òåíçîðíàÿ ïëîòíîñòü
åñòü, ïî ñóòè, ñêàëÿðíàÿ ïëîòíîñòü íåêîòîðîé ñòåïåíè, óìíîæåííàÿ íà
òåíçîð, òî, â ñèëó ïðàâèëà Ëåéáíèöà, íàì äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü êîâà-
ðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë (èëè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ) äëÿ ëþáîé
ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè ïåðâîé ñòåïåíè, íàïðèìåð,

√
−g. Åñëè ñâÿçíîñòü

ìåòðè÷åñêàÿ, òî, êàê ìû âèäåëè, âñå òðèâèàëüíî: êîâàðèàíòíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ äåòåðìèíàíòà ìåòðèêè ïðîñòî ðàâíà íóëþ. À åñëè ñâÿçíîñòü íå
çàâèñèò îò ìåòðèêè? Ñðàâíèì âûðàæåíèÿ (34 è 35. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî

∂
√
−g

∂xl
= −1

2

1√
−g

∂g

∂xl
=

1

2

√
−g gik ∂gik

∂xl
=
√
−g Γiki . (39)

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äîëæíà áûòü
ëèíåéíîé è "ñâÿçàííîé"ñ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè, åñòåñòâåííî ïðè-
íÿòü çà ïðàâèëî, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè√
−g ðàâíà, â îáùåì ñëó÷àå

(
√
−g);k = (

√
−g),k −

√
−g Γiki. (40)

Íåìåòðè÷åñêèå ñâÿçíîñòè - ýòî íå ïðîñòî èãðà óìà äëÿ, ìàòåìàòèêîâ. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåðåñ ê íèì âîçíèê è â êîñìîëîãèè, â ÷àñòíîñòè, ê
òàê íàçûâàåìîé ñâÿçíîñòè Âåéëÿ, äëÿ êîòîðîé (

√
−g);k = bk

√
−g, ãäå bk,

îïðåäåëÿåìûé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

3.4 Ãåîäåçè÷åñêèå.

Â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå äåéñòâóåò ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà: ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ñèñòåìû îòñ÷åòà, íàçûâàåìûå èíåðöèàëüíûìè, â êîòî-
ðûõ òåëî â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèé ñ äðóãèìè òåëàìè íàõîäèòñÿ â
ïîêîå èëè äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, äðóãèìè ñëîâàìè, ~V =
const. Â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
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ôîðìóëèðîâêà ýòîãî çàêîíà íå ìåíÿåòñÿ. Îäíàêî, ïîñêîëüêó çäåñü ìû
èìååì äåëî íå ñ òðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì è îòäåëüíî ñî âðåìåíåì, à
ñ ãåîìåòðèåé ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, æåëàòåëüíî èìåòü
÷åòûðåõìåðíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ÷å-
òûðåõìåðíûé âåêòîð 4-õ-ñêîðîñòè ui = dxi

ds
, x0 = c tá d~x

ds
= d~x

dt
dt
ds

=

frac~V cu0), ds2 = c2 dt2− d~x2 = (u0)2(1− ~V 2

c2
) ds2 = ((u0)2− (~u)2) ds2, îòêó-

äà ñëåäóåíò íîðìèðîâêà ui ui = 1, ãäå ui gik u
k gik = diag(1,−1,−1,−1).

Î÷åâèäíî, èç óñëîâèÿ ~V = const ñëåäóåò ui = const èëè, â äèôôåðåíöè-
àëüíîé ôîðìå, dui = 0, ò.å., äâèæåíèå áåç óñêîðåíèÿ.

Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî ãðà-
âèòèðóþùåãî òåëà íàáëþäàòåëü èìååò íåíóëåâîå óñêîðåíèå, à ñâîáîäíîå
ïàäåíèå åñòü íåâåñîìîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåíèå èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà = ýòî íàáîð ñâîáîäíî ïàäàþùèõ òåë, à êîâàðèàíòíîå îáîá-
ùåíèå óñëîâèÿ dui = 0 - íóëåâîé êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë (î÷åâèä-
íî, ÷òî òåïåðü dui = 0 äëÿ ñòàöèîíàðíîãî, à íå äëÿ ñâîáîäíî ïàäàþùåãî,
íàáëþäàòåëÿ). Èòàê, â ñâîáîäíîì ïàäåíèè

Dui = 0 (41)

èëè, â ðàçâåðíóòîé çàïèñè,

dui

ds
+ Γikl u

k ul = 0 ,

d2xi

ds2
+ Γikl

dxk

ds

dxl

ds
= 0 . (42)

Ýòî è åñòü èñêîìîå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ, ÿâëÿþùèõñÿ îáîáùåíèåì
ïðÿìûõ ëèíèé íà èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.

Â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðÿìûå ëèíèè îáëàäàþò åùå îäíèì
î÷åíü âàæíûì ñâîéñòâîì, âûäåëÿþùèõ èõ èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ òðà-
åêòîðèé - îíè îïðåäåëÿþò êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êà-
ìè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ãàëèëåÿ è â ÷åòûðåõìåðíîì ìíîãîîáðà-
çèè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ïîñëåäíåì,
ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòè-
öû:

S = −mc

b∫
a

ds (43)
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è åãî âàðèàöèþ ïî âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè,

δxi|a = δxi|b = 0. Ïîñêîëüêó ds =
√
c2 dt2 − d~x2 = c

√
1− ~V 2

c2
dt, òî

δS = −mc2

b∫
a

δ

√
1−

~V 2

c2
dt = m

b∫
a

~V δ~V√
1− ~V 2

c2

dt

= m

b∫
a

d

dt

 ~V δ~x√
1− ~V 2

c2

 dt−m
b∫

a

d

dt

 ~V√
1− ~V 2

c2

 δ~x dt

= m
~V√

1− ~V 2

c2

δ~x|ba −m
b∫

a

d

dt

 ~V√
1− ~V 2

c2

 δ~x dt

= −m
b∫

a

d

dt

 ~V√
1− ~V 2

c2

 δ~x dt . (44)

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ òðåáóåò ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîé âàðè-
àöèè δS. Ïîñêîëüêó δ~x ïðîèçâîëüíî, òî ìû ïîëó÷àåì ðåëÿòèâèñòñêèé
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

m
d

dt

~V√
1− ~V 2

c2

= 0, ~V = const, (45)

Ìû âèäèì, ÷òî äâèæåíèå ïî èíåðöèè â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè îïðåäåëÿåò ýêñòðåìóì äåéñòâèÿ. Íî ìàêñèìóì ýòî èëè ìèíèìóì?
Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íåîáõîäèìî çíàòü çíàê âòîðîé âàðèàöèè, íî ìû
íå çäåñü áóäåì åãî èñêàòü. Òàêèå âû÷èñëåíèÿ äåëàëèñü, è áûëî ïîêàçàíî,
÷òî äåéñòâèå (43) äåéñòâèòåëüíî ìèíèìàëüíî íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ -
îòñþäà çíàê "ìèíóñ"ïåðåä èíòåãðàëîì.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè - îáùåé îòíî-
ñèòåëüíîñòè. Ïðîñòåéøåå îáîáùåíèå - îñòàâèòü âíåøíèé âèä äåéñòâèÿ
áåç èçìåíåíèÿ, íî òåïåðü èíòåðâàë ìåæäó áëèçëåæàùèìè òî÷êàìè çàâè-
ñèò îò ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

S = −mc

b∫
a

ds = −mc

b∫
a

√
gik dxi dxk . (46)
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δS = −mc

b∫
a

δds

= −mc

b∫
a

1

2 ds

∂gik
∂xl

dxi dxk δxl −mc

b∫
a

gik
ds

dxi δdxk

= −mc

b∫
a

1

2

∂gik
∂xl

ui uk δxl ds−mc

b∫
a

gik u
i δ dxk . (47)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âòîðîé èíòåãðàë â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå è ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî íà çàêðåïëåííûõ êîíöàõ δxl|ba = 0, ïîëó÷àåì

δS = −mc

b∫
a

1

2

∂gik
∂xl

ui uk δxl ds

− mc(gik u
k) δxk|ba +mc

b∫
a

d(gil u
i) δxl

= −mc

b∫
a

1

2

∂gik
∂xl

ui uk δxl ds

+ mc

b∫
a

∂gil
∂xk

ui dxk δxl +mc

b∫
a

gil
d2ui

ds2
δxl ds

= −mc

b∫
a

1

2

∂gik
∂xl

ui uk δxl ds+mc

b∫
a

∂gil
xk

ui uk δxl ds

+ mc

b∫
a

gil
d2ui

ds2
δxl ds. (48)

Ñäåëàåì ïîñëåäíèé øàã: âîñïîëüçóåìñÿ ñèììåòðèåé ïðè ïåðåñòàíîâêå
èíäåêñîâ i è k, ïðèáàâèì â ïåðâîì ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè âåëè-
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÷èíó, ðàâíóþ íóëþ, èìåííî, (1
2
∂gik
∂xk
− 1

2
∂glk
∂xi

)ui uk . Èìååì, â ðåçóëüòàòå,

δS = mc

b∫
a

gil

(
d2ui

ds2
+ Γimn u

mun
)
δxl ds . (49)

Íàñ íå äîëæíà ñìóùàòü ñìåíà èíäåêñîâ â ïóòè, ïîñêîëüêó îíè íåìûå,
ò.å., ïî íèì èäåò ñâåðòêà. Ïðèðàâíèâàÿ, êàê è ïîëîæåíî, âàðèàöèþ äåé-
ñòâèÿ íóëþ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

gil

(
d2ui

ds2
+ Γimn u

m un
)

= 0, (50)

êîòîðîå, ïîñëå ñâåðòûâàíèÿ ñ òåíçîðîì glk, îáðàòíûì ìåòðè÷åñêîìó, ïðå-
âðàùàåò íàø ðåçóëüòàò â çíàêîìîå óæå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ (glk gil =
δli)

d2uk

ds2
+ Γkmn u

m un = 0. (51)

Ìû âèäèì, ÷òî è â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè íàøåëñÿ ôóíê-
öèîíàë äåéñòâèÿ, ýêñòðåìóì êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè
ëèíèÿìè. È ñíîâà, òùàòåëüíîå èññëåäîâàíèå âòîðîé âàðèàöèè ïîêàçû-
âàåò, ÷òî âûáðàííûé íàìè çíàê "ìèíóñ"ïåðåä èíòåãðàëîì äàåò íàì ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå ìåæäó äîñòàòî÷íî áëèçêèìè òî÷êàìè. Ñëîâî "äî-
ñòàòî÷íî"çäåñü íåîáõîäèìî, - âñïîìíèì øêîëüíûé ãëîáóñ (ñôåðó), ãäå
ãåîäåçè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ äóãè áîëüøîãî êðóãà. Íî íà îêðóæíîñòè ìåæ-
äó äâóìÿ òî÷êàìè åñòü äâå äóãè, ìåíüøàÿ è áîëüøàÿ. Îáå äóãè ÿâëÿ-
þòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, íî îäíà
îñóùåñòâëÿåò ìèíèìóì, à âòîðàÿ - ìàêñèìóì, âìåñòå - ýêñòðåìóì äåé-
ñòâèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé íàìè âûâîä óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ
èç äåéñòâèÿ (46) ñïðàâåäëèâ òîëüêî äëÿ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè. Îáîá-
ùåíèå æå, îñíîâàííîå íà ïðîñòîé çàìåíå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëà
êîâàðèàíòíûì, óðàâíåíèå (41), íå çàâèñèò îò ýòîãî âûáîðà è ïîñòóëèðó-
åòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé ñâÿçíîñòè.

3.5 Òåíçîð êðèâèçíû, òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíàÿ êðè-

âèçíà.

Â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïåðåíîñ âåêòîðà èç îäíîé çà-
äàííîé òî÷êè â äðóãóþ äàåò ðàçíûå ðåçóëüòàòû, åñëè îí ñîâåðøàåòñÿ ïî
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ðàçíûì ïóòÿì. Ýòî âèäíî õîòÿ áû èç òîãî, ÷òî åñëè ïåðåíîñèòü ïàðàë-
ëåëüíî ñàìîìó ñåáå âåêòîð ui = dsi

ds
, êàñàòåëüíûé ê ãåîäåçè÷åñêîé xi(s)

(s- "äëèíà"èíòåðâàëà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò íåêîòîðîé
òî÷êè), òî Dui = 0, è âåêòîð ui, ïåðåíîñèìûé èç òî÷êè xi, ñîâïàäàåò
ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ui + dui â òî÷êå xi + dxi. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ïóòè ìåæäó ýòèìè æå òî÷êàìè Dui 6= 0, ïîýòîìó
ðåçóëüòàò áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò (ui + dui). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïåðåíîñèòü
âåêòîð ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó òî îí, âîçâðà-
òèâøèñü â ïåðâîíà÷àëüíóþ òî÷êó, íå ñîâïàäåò ñ ñàìèì ñîáîé.

Âûâåäåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ òàêîãî èçìåíåíèÿ, âûáðàâ íåêîòîðûé
áåñêîíå÷íî ìàëûé çàìêíóòûé êîíòóð. Ýòî èçìåíåíèå ∆Ak ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå ∆Ak =

∮
δAk. Òàê êàê δAk = ΓiklAi dx

l, òî

∆Ak =

∮
ΓiklA

i dxi. (52)

Çíà÷åíèå âåêòîðà Ai â òî÷êàõ âíóòðè êîíòóðà îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷-
íî, âñå çàâèñèò îò ïóòè ïðèõîäà â äàííóþ òî÷êó. Îäíàêî, ýòè èçìåíåíèÿ
- âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè (êàê áóäåò âèäíî íèæå èç ðåçóëüòàòà), ïîýòî-
ìó ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ áóäåì ñ÷èòàòü êîìïîíåíòû âåêòîðà âíóòðè
áåñêîíå÷íî ìàëîãî êîíòóðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèìèñÿ èõ çíà÷åíèÿ-
ìè íà ñàìîì êîíòóðå ïî ôîðìóëå δAi = ΓnilAn dx

l, ò.å., ïî ïðîèçâîäíûì

∂Ai
∂xl

= ΓnilAn. (53)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê íàøåìó êîíòóðíîìó èíòåãðàëó òåîðåìó Ñòîêñà è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîùàäü îãèáàåìîé ïîâåðõíîñòè åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
âåëè÷èíà ∆f lm = −∆ml, ïîëó÷èì

∆Ak =
∂ (ΓikmAi)

∂xl
∆f lm =

1

2

(
∂ (ΓikmAi)

∂xl
− ∂ (ΓiklAi)

∂xm

)
∆f lm

=
1

2

(
∂Γikm
xl

Ai −
∂Γikl
xm

Ai + Γikm ΓnilAn − Γikl Γ
n
imAn

)
∆f lm

=
1

2
Ri
klmAi ∆

lm , (54)

ãäå

Ri
klm =

∂Γikm
∂xl

− ∂Γikl
∂xm

+ Γinl Γ
m
km − Γinm Γnkl (55)
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- òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà (ýòî èìåííî òåíçîð, òàê êàê ∆Ak - ðàçíîñòü
äâóõ âåêòîðîâ Ak â îäíîé òî÷êå, à ∆f lm - òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, îïðåäå-
ëÿþùèé ýëåìåíò ïëîùàäè). Èòàê,

∆Ak =
1

2
Ri
klmAi ∆f

lm . (56)

Äëÿ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó ëåãêî ïîëó÷èòü, ðàñ-
ñì àòðèâàÿ ñâåðòêó ∆(Ak Bk) = 0 (ñêàëÿð íå ìåíÿåòñÿ ïðè îáõîäå ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó!) è âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì Ëåéáíèöà, èëè æå
ïðîñòî çàìåòèâ, ÷òî δAk = −ΓkilA

i dxl è ïðîäåëàâ òå æå âûêëàäêè (ìîæíî
ìûñëåííî), ÷òî è äëÿ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∆Ak = −1

2
Rk
ilmA

i ∆f lm . (57)

Òåíçîð Ri
klm íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû èëè òåíçîðîì Ðèìàíà.

Â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå (èëè ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè) òåíçîð êðèâèç-
íû ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âûáðàòü êîîðäèíà-
òû, â êîòîðûõ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ òî÷åê, âñå ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ, Γlik = 0, à ïîòîìó è Ri

klm = 0. Ýòî ñîîòâåòñòâó-
åò òîìó, ÷òî â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà èç
îäíîé òî÷êè â äðóãóþ - îïåðàöèÿ îäíîçíà÷íàÿ, à ïðè îáõîäå çàìêíó-
òîãî êîíòóðà âåêòîð íå ìåíÿåòñÿ. Èìååò ìåñòî è îáðàòíàÿ òåîðåìà: åñ-
ëè Ri

klm = 0, òî ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû âèäåëè,
âî âñÿêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãàëèëååâó â
äàííîì áåñêîíå÷íî ìàëîì ó÷àñòêå. Ïðè íóëåâîì òåíçîðå êðèâèçíû ïà-
ðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðîâ - îïåðàöèÿ îäíîçíà÷íàÿ, è ìû ìîæåì òà-
êèì ñïîñîáîì ïåðåíåñòè ãàëèëååâó ñèñòåìó êîîðäèíàò èç îäíîãî ó÷àñòêà
â äðóãîé è ïîñòðîèòü åå âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.

Â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèå âòîðîé êîâàðèàíòíîé ïðîèç-
âîäíîé îò âåêòîðà çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ðàçíîñòü (êîììóòàòîð) îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå òåíçîðîì êðèâèçíû:

Ai; kl − Ai; lk = Rm
iklAm ,

Ai; kl − Ai; lk = −Ri
mklA

m , (58)

÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü "ëîáîâûì"âû÷èñëåíèåì â ëîêàëüíî-ãåîäåçè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò (Γikl = 0). Àíàëîãè÷íî, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ôîðìóëû äëÿ òåíçîðîâ, íàïðèìåð

Aik; lm − Aik;ml = Rn
klmAin +Rn

ilmAnk . (59)
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Îòìåòèì î÷åíü âàæíóþ äåòàëü: òåíçîð êðèâèçíû íå çàâèñèò âîâñå îò
ìåòðèêè, à òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîä-
íûõ, ïîýòîìó äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå "ðàáîòàåò"â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå
àôôèííîé ñâÿçíîñòè. Êðîìå òîãî, õîòÿ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå
(ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè) ìû âñåãäà ìîæåì ëîêàëüíî ïðèâåñòè ìåòðèêó
ê äèàãîíàëüíîìó "ñèãíàòóðíîìó"âèäó ((+1,-1,-1,-1) èëè (-1,+1,+1,+1) â
ñëó÷àå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè) è "çàíóëèòü"êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè, ìû íèêîãäà íå ìîæåì ñäåëàòü ðàâíûìè íóëþ âñå ïåðâûå ïðî-
èçâîäíûå îò ñâÿçíîñòè, èíà÷å êðèâèçíà áóäåò ðàâíîé íóëþ â ëþáîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò, à ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (èëè ïðîñòðàíñòâî) - ïëîñêèì.

Òåíçîð êðèâèçíû îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òå, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ìåòðèêè è ñïðàâåäëè-
âû ïðè ëþáîì âûáîðå ñâÿçíîñòè. Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî òåíçîð Ri

klm

àíòèñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè äâóõ ïîñëåäíèõ èíäåêñîâ,
l è m (ïðè âûâîäå ôîðìóëû (54) ìû ñâåðòûâàëè òåíçîð êðèâèçíû ñ àí-
òèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà ∆f lm, îïðåäåëÿþùèì ýëåìåíò
ïëîùàäè, ïîýòîìó èç ýòîé ôîðìóëû â òåíçîðå Ðèìàíà (55) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü). Âî-âòîðûõ, ñïðàâåäëèâî
î÷åíü âàæíîå è ïîëåçíîå (äëÿ íàñ òîæå) òîæäåñòâà Áèàíêè:

Rn
ikl;m +Rn

imk; l +Rn
ilm; k = 0 . (60)

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå òîæäåñòâî ëåãêî ïðîâåðèòü â ëîêàëüíî-ãåîäåçè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, à ïîñêîëüêó îíî èìååò òåíçîðíûé õàðàêòåð, òî áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì íåîáõî-
äèìî ñíà÷àëà ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, à ïîòîì
ïîëîæèòü Γikl = 0. Òàê êàê òåíçîð Ri

klm ëèíååí ïî ïåðâûì ïðîèçâîä-
íûì è êâàäðàòè÷åí ïî ñàìèì êîýôôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè, à â óäëèíåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ ïðè êîâàðèàíòíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ñâÿçíîñòü âõîäèò
ëèíåéíî, òî îòëè÷íûìè îò íóëÿ ñëàãàåìûìè îñòàíóòñÿ ëèøü

Rn
ikl;m =

∂Rn
ikl

∂xm
=

∂2Γnil
∂xm ∂xk

− ∂2Γnik
∂xm ∂xl

. (61)

Äåëàÿ çàòåì öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó ïî èíäåêñàì (k, l,m) è ñêëàäû-
âàÿ ðåçóëüòàòû, ëåãêî ïîëó÷èì èñêîìîå òîæäåñòâî Áèàíêè. Åñëè íàøà
ñâÿçíîñòü - ìåòðè÷åñêàÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ (33),
òî ïîÿâëÿþòñÿ è äðóãèå ñèììåòðèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èõ âûÿâèòü, ïåðåé-
äåì îò ñìåøàííûõ êîìïîíåíò â òåíçîðå êðèâèçíû Ri

klm ê êîâàðèàíòíûì,
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Riklm = ginR
n
klm. Òîãäà ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåãêî ïîëó÷èòü,

÷òî

Riklm =
1

2

(
∂2gim
∂xk ∂xl

+
∂2gkl

∂xi ∂xm
− ∂2gil
∂xk ∂xm

− ∂2gkl
∂xi ∂xl

)
+gnp (Γnkl Γ

p
in − Γnkm Γpil) .

(62)
Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî òåíçîð Riklm àíòèñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ âíóòðè ïåðâîé ïàðû (ik) è ñèììåòðè÷åí ïðè ïåðåñòà-
íîâêå ïàð (ik)↔ (lm):

Riklm = −Rkilm = −Rikml , Riklm = Rlmik ; (63)

â ÷àñòíîñòè, âñå êîìïîíåíòû, äèàãîíàëüíûå âíóòðè ïàð (ik) èëè (lm),
ðàâíû íóëþ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàâíà íóëþ è öèêëè÷åñêàÿ ñóììà ïî
ëþáûì òðåì èíäåêñàì, íàïðèìåð,

Riklm +Rimkl +Rilmk = 0 . (64)

Â ñèëó ýòèõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè, íå âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèç-
íû íåçàâèñèìû. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà èçüåðåíèé: 2,3 è 4. Î÷åâèäíî, íàø ñïîñîá
âûâîäà ôîðìóëû äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû íå ãîäèòñÿ äëÿ îäíîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ (êðèâûõ ëèíèé), íî ìû ìîæåì ýêñòðàïîëèðîâàòü îáùåå îïðå-
äåëåíèå è íà ýòîò ñëó÷àé. Äëÿ îäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ âñå òðèâèàëü-
íî, êðèâèçíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Êàæóùàÿñÿ êðèâèçíà íåïðÿìûõ
ëèíèé, íà÷åðòàííûõ íà áóìàãå, íà ñàñîì äåëå åñòü êðèâèçíà âëîæåíèÿ
îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ìíîãîìåðíîå (íàïðèìåð, â ïëîñêîñòü ëèñòà
áóìàãè).

Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èíäåêñû ïðîáåãàþò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ
(1,2) (èëè (0,1) â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà, íàïðèìåð, R12 12, à îñòàëü-
íûå, íå ðàâíûå íóëþ, ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè çíàêà.

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ (1,2,3) (èëè
(0,1,2)), à âíóòðè êàæäîé ïàðû èìåþòñÿ òîëüêî òðè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷-
íûå êîìáèíàöèè: 23, 31 è 12. Èç-çà ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê
ïàð ìû èìååì ëèøü 3·2

2
= 3 íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû ñ ðàçëè÷íûìè ïàðà-

ìè, à òàêæå 3 êîìïîíåíòû ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìè - âñåãî øåñòü. Ñòîëüêî
æå êîìïîíåíò èìååò è ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Ïîýòîìó,
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ïîñòðîèâ ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Rik = gnlRnilk = Rn
ink, ìû ìîæåì âñå

êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû Riklm âûðàçèòü ÷åðåç Rik è ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð gln. Âñïîìíèì, ÷òî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà âñåãäà
ìîæíî ïðèâåñòè ê ãëàâíûì îñÿì íàäëåæàùèì âûáîðîì ñèñòåìû êîîð-
äèíàò (ïîâîðîòîì). Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâèçíà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
â êàæäîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ âåëè÷èíàìè. Ìû íå èñïîëüçîâàëè â
íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ öèêëè÷åñêóþ ñóììó, íî â äàííîì ñëó÷àå îíà íè÷åãî
íîâîãî íå äàåò.

Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê ÷åòûðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó. Â êàæäîé ïàðå
èíäåêñîâ òåïåðü øåñòü íåçàâèñèìûõ íàáîðîâ: 01, 02, 03, 12, 13, 23. Ïîýòî-
ìó èìååòñÿ øåñòü êîìïîíåíò òåíçîðà Ðèìàíà ñ îäèíàêîâûìè è 6·5

2
= 15 ñ

ðàçëè÷íûìè ïàðàìè èíäåêñîâ. Êðîìå òîãî, òðè êîìïîíåíòû, ó êîòîðûõ
âñå ÷åòûðå èíäåêñà ðàçëè÷íû, ñâÿçàíû îäíèì öèêëè÷åñêèì òîæäåñòâîì
R0123 +R0312 +R0231 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðåõìåðíûé òåíçîð Ðèìàíà
èìååò âñåãî 20 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò.

Èç òåíçîðà êðèâèçíû Ri
klm ìîæíî ïîñòðîèòü íåíóëåâûå òåíçîðû âòî-

ðîãî ðàíãà ïóòåì ñâåðòêè èíäåêñîâ (i, l) èëè (i,m), îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî
çíàêîì; ìû âûáåðåì ïåðâûé âàðèàíò:

Rik = glmRlimk =
∂Γlik
∂xl
− ∂Γlil
∂xk

+ Γlik Γmlm − Γmil Γlkm . (65)

Ýòîò òåíçîð íàçûâàþò òåíçîðîì Ðè÷÷è, è îí, â ñèëó ïîñòðîåíèÿ, î÷åâèä-
íî, ñèììåòðè÷åí. Ïîäíèìàÿ îäèí èíäåêñ è ñâåðòûâàÿ, ïîëó÷àåì èíâàðè-
àíò, íàçûâàåìûé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé ïðîñòðàíñòâà (èëè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè):

R = gik Rik . (66)

Òåíçîð Ðè÷÷è óäîâëåòâîðÿåò òàêæå äèôôåðåíöèàëüíîìó òîæäåñòâó. êî-
òîðîå íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñâåðòêîé òîæäåñòâà Áèàíêè (60) ïî èíäåêñàì
n è m:

Rn
i;n =

1

2

∂R

∂xi
. (67)

Ýòî òîæäåñòâî íàì î÷åíü ïðèãîäèòñÿ.
Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî òåíçîð Ðè÷÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ñâåðòûâàíèåì

òåíçîðà Ðèìàíà ïî îäíîìó èç èíäåêñîâ âòîðîé ïàðû - îïðåäåëåíèÿ îòëè-
÷àþòñÿ çíàêîì. Äðóãàÿ çíàêîâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü åñòü â ñàìîì îïðåäå-
ëåíèè òåíçîðà êðèâèçíû (ìû âûáðàëè çíàê "+"äëÿ ïåðåíîñà êîâàðèàíò-
íîãî âåêòîðà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó è çíàê "−"äëÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî,
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íî ìîæíî è íàîáîðîò). Ñóùåñòâóåò è òðåòüÿ íåîïðåäåëåííîñòü - â ñèãíà-
òóðå. Ìíå ïðèâû÷íî ïîëüçîâàòüñÿ ñèãíàòóðîé (+ - - -), íî ìîæíî âûáðàòü
è (- + + +), ñ ïîñëåäíåé óäîáíî èìåòü äåëî â êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòà-
öèè. Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè. Ôèçè÷åñêèå æå
ðåçóëüòàòû îò òàêîé ÷åõàðäû çíàêîâ íå çàâèñÿò âîâñå.

Òåïåðü ó íàñ â ðóêàõ âñÿ íåîáõîäèìàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ íàïèñàíèÿ (íî
íå äëÿ âûâîäà!) óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà - îñíîâû ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè
ãðàâèòàöèè. Íàêîíåö-òî!

4 Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà.

Èòàê, Ýéíøòåéí íàøåë ÷åëîâåêà, êîòîðûé çíàë î ñóùåñòâîâàíèè ñèì-
ìåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, ëèíåéíîãî ïî âòîðûì ïðîèçâîäíûì
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ. Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ýòèì ÷åëîâåêîì áûë çàìå÷à-
òåëüíûé ìàòåìàòèê Äàâèä Ãèëüáåðò, íî òî÷íî ÿ ýòîãî íå çíàþ, îñíîâûâà-
þòñÿ ëèøü íà òîì, ÷òî âñêîðå îí âíåñ çíà÷èòåëüíûé (åñëè íå ðåøàþùèé)
âêëàä â ðàçâèòèå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Íî ïðî ýòî ÷óòü ïîçæå.
À íóæíûì òåíçîðîì îêàçàëñÿ, êàê âû òåïåðü ïîíèìàåòå, òåíçîð Ðè÷÷è.

Ðàçóìååòñÿ, ìèíèìàëüíûì òðåáîâàíèåì äëÿ ïîÿâëåíèÿ âòîðûõ ïðîèç-
âîäíûé îò ìåòðèêè ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ìåòðè÷íîñòè ñâÿçíîñòè,
ò.å., êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Γαβγ åñòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ. Òàêîå,
âïîëíå ñåðüåçíîå, ïðåäïîëîæåíèå îòíþäü íå ñìóùàëî Ýéíøòåéíà. Îí âè-
äåë ñâîþ öåëü è íàêîíåö-òî äîñòèã åå. Åãî (ïî êðàéíåé ìåðå, íà ïåðâûõ
ïîðàõ) íå èíòåðåñîâàë âîïðîñ î íåîäíîçíà÷íîñòè âûáîðà âèäà óðàâíå-
íèé - äàâàéòå èññëåäóåì ïðîñòåéøèé èç íèõ, ñðàâíèì ñ àñòðîíîìè÷åñêè-
ìè íàáëþäåíèÿìè, à òàì ïîñìîòðèì. Äàâíûì äàâíî Àðõèìåä ïðîèçíåñ
íåóâÿäàåìîå ñëîâî "Ýâðèêà!". Ýéíøòåéí äåéñòâîâàë ïî òîìó æå ïðèíöè-
ïó è ëþáèë ïîâòîðÿòü, èìåÿ â âèäó êàêóþ-íèáóäü ñâîþ èäåþ: ýòî âñåãî
ëèøü ìîÿ ýâðèñòè÷åñêàÿ òî÷êà çðåíèÿ. Âîïðîñ î íåîäíîçíà÷íîñòè âûáîðà
óðàâíåíèé ñîâñåì íå ïðàçäíûé: èìåÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðà âòîðîãî
ðàíãà, òåíçîð Ðè÷÷è Rαβ è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gαβ, ìû ìîæåì ñîñòàâèòü
äâå êîìáèíàöèè ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè, Rαβ è gαβ R, ãäå R = gγδ Rγδ

- ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, è ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èç íèõ è ìåòðè-
÷åñêîãî òåíçîðà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì íàøèì (è ýéíøòåéíîâñêèì!)
òðåáîâàíèÿìè. È ýòî ëèøü â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè! Åñëè æå îò-
êàçàòüñÿ îò ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ, òî âîçìîæíîñòè äëÿ êîìáèíèðîâàíèÿ
ïðîñòî áåçãðàíè÷íû, è äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî âûáîðà (èäè ñóùåñòâåííîãî

28



åãî îãðàíè÷åíèÿ) íåîáõîäèìû è êàêîé-òî íîâûé ôèçè÷åñêèé èëè/è ìàòå-
ìàòè÷åñêèé ïðèíöèï, è î÷åíü òùàòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû è íàáëþäåíèÿ.
Íè òîãî, íè äðóãîãî â òî âðåìÿ â ðàñïîðÿæåíèè Ýéíøòåéíà íå áûëî.

È îí íà÷àë ñ ïðîñòåéøåãî - ñ óðàâíåíèé â ïóñòîòå, ò.å., âíå ãðàâèòè-
ðóþùèõ èñòî÷íèêîâ. Â íà÷àëå XX âåêà ïîíÿòèå ïóñòîòû, èëè âàêóóìà,
áûëî î÷åíü ïðîñòûì - íè÷åãî íåò. ßñíî, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Tαβ
äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ, à íåîáõîäèìûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ïëîñêî-
ìó ïðîñòðàíñòâó î÷åíü äàëåêî îò èñòî÷íèêîâ (èäåÿ áåñêîíåí÷íîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà åùå äîâëåëà íàä ó÷åíûìè) òðåáîâàë óñëîâèÿ Rαβ, R → 0 íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïîýòîìó ïðîñòåéøèì âûáîðîì, êîòîðûé è ñäåëàë
Ýéíøòåéí, áûë òàêîâ:

Rαβ = 0 . (68)

Èîãàíí Ãåòå ñêàçàë óñòàìè Ìåôèñòîôåëÿ:

Ñóõà òåîðèÿ, ìîé äðóã,

À äðåâî æèçíè ïûøíî çåëåíååò.

Òóò ÿ íå ñîãëàñåí ñ íèìè îáîèìè. Òåîðèÿ âîâñå íå ñóõà, îíà âîçáóæäàåò,
âîëíóåò, íî ïðè ýòîì íåñêîëüêî îáóçäûâàåò ôàíòàçèþ. Áåç òåîðèè, êî-
òîðàÿ òîëüêî è ñîçäàåò öåëüíóþ êàðòèíó, âñå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ
è íàáëþäåíèé òàê è îñòàëèñü áû ðàçðîçíåííîé è íåèíòåðåñíîé ìîçàè-
êîé, à ñàìè ôèçèêè è àñòðîíîìû íå çíàëè, ÷òî æå íóæíî, èçìåðÿòü è
çà÷åì. Íî è áåç "äðåâà æèçíè"òåîðèÿ äåéñòâèòåëüíî áûëà áû ñóõîé è
áåññìûñëåííîé. Ïîýòîìó-òî åñòåñòâåííûå íàóêè , è ôèçèêà â ÷àñòíîñòè,
"ðàáîòàþò"ïî åäèíîé ñõåìå: íàáëþäåíèÿ - îáîáùåíèÿ è âûäâèæåíèå ãè-
ïîòåç - ïðåäñêàçàíèÿ - èõ ïðîâåðêà - ñîçäàíèå òåîðèè - ïîäòâåðæäåíèå
èëè îïðîâåðæåíèå òåîðèè íîâûìè íàáëþäåíèÿìè è ýêñïåðèìåíòàìè äà-
ëåå ñëåäóþùèé âèòîê ñïèðàëè. Êàêèå æå ïðåäñêàçàíèÿ áûëè ïðåäëîæå-
íû "íàó÷íîé îáùåñòâåííîñòè"íîâîé òåîðèåé, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèè
(68)? Èñòîðè÷åñêè, èõ áûëî òðè. Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ïî-
äðîáíîñòÿõ âû÷èñëåíèé: ýòî óâåäåò äàëåêî â ñòîðîíó, à ëèøü êðàòêî
îïèøåì ðåçóëüòàòû.

Âî-ïåðâûõ, íà ñìåíó óòâåðæäåíèþ "äâå ìàññû ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã
ê äðóãó ñ ñèëîé..."â íåðåëÿòèâèñòñêîé, íüþòîíîâñêîé, òåîðèè ãðàâèòà-
öèè, ïðèõîäèò ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå "òÿãîòååò ëþáàÿ ýíåðãèÿ"(E =
mc2 !). Â òîì ÷èñëå, ëó÷è ñâåòà äîëæíû èñêðèâëÿòüñÿ â ãðàâèòàöèîííîì
ïîëå òÿãîòåþùåãî öåíòðà. Ìàññà (= ýíåðãèÿ) òàêîãî öåíòðà äîëæíà áûòü
äîñòàòî÷íî áîëüøîé (àñòðîíîìè÷åñêîé), ÷òîáû èñêðèâëåíèå áûëî çàìå-
÷åíî è èçìåðåíî ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
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â ïîëå Ñîëíöà èñêðèâëåíèå òðàåêòîðèè ëó÷à ñâåòà ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ
èçîáðàæåíèé äàëåêèõ çâåçä íà óãîë, ïðèìåðíî ðàâíûé äâóì óãëîâûì ñå-
êóíäàì, òî÷íåå, δφ = 1, 75′′. Âîçìîæíîñòü äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ïðåäñêà-
çàíèÿ ïîÿâèëàñü â 1920(?)ã. âî âðåìÿ ïîëíîãî ñîëíå÷íîãî çàòìåíèÿ. Â
íåñêîëüêî íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ðàéîíîâ Çåìíîãî øàðà áûëè ñíàðÿ-
æåíû ýêñïåäèöèè àñòðîíîìîâ. Ëèøü îäíîé èç íèõ óëûáíóëàñü óäà÷à -
íåáî íå áûëî çàòÿíóòî òó÷àìè. Íóæíûå èçìåðåíèÿ áûëè ïðîèçâåäåíû,
è èõ ðåçóëüòàò ñ ïîðàçèòåëüíîé äëÿ òîãî âðåìåíè òî÷íîñòüþ ñîâïàë ñ
ïðåäñêàçàíèåì òåîðèè Ýéíøòåéíà. Ýòî áûë, êîíå÷íî æå, òðèóìô, è îá
îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè çàãîâîðèëè äàæå â ãàçåòàõ. Ãîðàçäî ïîç-
æå, óæå â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, ïðèøëî ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî
ãðàâèòàöèîííîé ïîëå êðóïíûõ îáúåêòîâ (òàêèõ, êàê ãàëàêòèêè) ìîæåò
"ðàáîòàòü"êàê îáûêíîâåííàÿ îïòè÷åñêàÿ ëèíçà. È ìû, â ðåçóëüòàòå, áó-
äåì âèäåòü è ñàì ñâåòÿùèéñÿ îáúåêò, è åãî èçîáðàæåíèå, ñîçäàâàåìîå
ãðàâèòàöèîííîé ëèíçîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà íåáå äîëæíû áûòü âèä-
íû "áëèçíåöû". Òàêèå îáúåêòû áûëè äåéñòâèòåëüíî îáíàðóæåíû, à èõ
èäåíòè÷íîñòü ïîäòâåðæäåíà ñêðóïóëåçíûì ñïåêòðàëüíûì àíàëèçîì.

Âî-Âòîðûõ, çàäîëãî äî ñîçäàíèÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè áû-
ëî èçâåñòíî ÿâëåíèå ñìåùåíèå ïåðèãåëèÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ñî
øêîëüíîé ñêàìüè âàì çíàêîìû çàêîíû Êåïëåðà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ãëà-
ñèò: "Ïëàíåòû äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñàì, â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðûõ íà-
õîäèòñÿ Ñîëíöå". Èìåííî çàêîíû Êåïëåðà ïîñëóæèëè Íüþòîíó ïóòåâîä-
íîé çâåçäîé â îòêðûòèè çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, à íå ïðåñëîâóòîå
ÿáëîêî. (Êñòàòè, ÿ áûë â Êåìáðèäæå â Òðèíèòè êîëëåäæ, ãäå æèë è ðà-
áîòàë Íüþòîí, è íå óâèäåë íèêàêèõ ÿáëîíü - îäíè äóáû.) Òàê âîò, çàêîíû
Êåïëåðà, êàê è ïîëîæåíî, â ðåàëüíîñòè ñïðàâåäëèâû ëèøü â îïðåäåëåí-
íîì ïðèáëèæåíèè, åñëè íå ó÷èòûâàòü ãðàâèòàöèîííîãî âëèÿíèÿ äðóãèõ
ïëàíåò, ó÷åò êîòîðîãî ïðèâîäèò ê ìàëûì ïîïðàâêàì ê "÷èñòîìó"çàêîíó
òÿãîòåíèÿ äëÿ äâóõ òî÷å÷íûõ ìàññ. Ïîïðàâêè ýòè âûçûâàþò ñìåùåíèå
ïåðèãåëèÿ îðáèò ïëàíåò, îíè íàêàïëèâàþòñÿ ñî âðåìåíåì è ïîòîìó íà-
çûâàþòñÿ ñåêóëÿðíûìè èëè, ïî-ðóññêè, âåêîâûìè. Ìåðêóðèé íàõîäèòñÿ
áëèæå âñåãî ê Ñîëíöó, ïîýòîìó èìååò íàèìåíüøèé ïåðèîä îáðàùåíèÿ,
è åãî ñåêóëÿðíîå ñìåùåíèå ïåðèãåëèÿ áûëî äîâîëüíî òî÷íî èçìåðåíî.
Íî âñå âîçìîæíûå ïîïðàâêè äàâàåìûå íüþòîíîâñêîé òåîðèåé½ îêàçàëèñü
íåäîñòàòî÷íûìè äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìíîãîëåòíèõ íàáëþäåíèé.
Íå õâàòàëî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ óãëîâûõ ñåêóíä, òî÷íåå, 43, 0′′ â ñòîëå-
òèå. À òåîðèÿ Ýéíøòåéíà èõ ñ ëåãêîñòüþ îáúÿñíèëà!

Òðåòüå çíàìåíèòîå ïðåäñêàçàíèå - çàìåäëåíèå âðåìåíè â ãðàâèòàöè-
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îííîì ïîëå è, êàê ñëåäñòâèå, èçìåíåíèå ÷àñòîòû ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëå-
áàíèé, âûðàæàþùååñÿ íàáëþäàåìûì êðàñíûì ñìåùåíèåì ñïåêòðàëüíûõ
ëèíèé àòîìîâ è ÿäåð. Âïåðâûå îíî áûëî èçìåðåíî äëÿ çâåçäû òèïà áåëûé
êàðëèê - ñïóòíèêà Ñèðèóñà (Ñèðèóñ-Â), à çàòåì ïîëó÷èëî ïîäòâåðæäåíèå
â íàáëþäåíèÿõ íåéòðîííûõ çâåçä - ïóëüñàðîâ.

Çäåñü íåîáõîäèìî íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå. Òåîðèÿ Ýéíøòåéíà - íå
åäèíñòâåííàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè, ñîçäàííàÿ â XX âå-
êå. Ñðåäè äðóãèõ ñëåäóåò îòìåòèòü íàèáîëåå ðàäèêàëüíóþ - ñêàëÿðíî-
òåíçîðíóþ òåîðèþ Áðàíñà-Äèêêå. Íî òåîðèÿ Ýéíøòåéíà - íàèáîëåå òî÷-
íî ïîäòâåðæäåííàÿ è äàþùàÿ îäíîçíà÷íûå ïðåäñêàçàíèÿ. Ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì ìû ïðèíèìàåì åå çà îñíîâó äëÿ îïèñàíèÿ ñîâðåìåííûõ êîñ-
ìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ïîïðîáóåì òåïåðü "âêëþ÷èòü"èñòî÷íèêè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Òóò
Ýéíøòåéí ìîã îïèðàòüñÿ íà îïûò, ïðèîáðåòåííûé ôèçèêàìè-òåîðåòèêàìè
ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êàê øèðîêî èçâåñòíî
èç èñòîðèè ôèçèêè, Äæåéìñ Ê. Ìàêñâåëë îáíàðóæèë, ïîñëå ñâåäåíèÿ
âîåäèíî âñåõ èçâåñòíûõ â XIX âåêå çàêîíîâ äëÿ ýëåêòðè÷åñòâà è ìàã-
íåòèçìà (ç-í Êóëîíà - óðàâíåíèå Ïóàññîíà, ç-í Àìïåðà, ç-ð Ôàðàäåÿ),
÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà, ò.å., óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ èñòî÷-
íèêà = ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà - íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà îí "ðóêàìè"ââåë â
ñâîè, ñòàâøèìè çíàìåíèòûìè, óðàâíåíèÿ òàê íàçûâàåìûé òîê ñìåùåíèÿ,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñòàë âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè êàê
äèôôåðåíöèàëüíîå ñëåäñòâèå (óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè) óðàâíåíèé äëÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çàêîí÷èëîñü âñå òåîðåòè÷åñêèì ïðåäñêàçàíèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, âûÿâëåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîé
ïðèðîäû ñâåòà è ò.ä., è ò.ä, Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè èñ-
òî÷íèêîì, êàê óæå óïîìèíàëîñü, ñëóæèò ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî
ðàíãà -òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, à âìåñòî äèâåðãåíöèè âåêòîðà ýëåêòðè-
÷åñêîãî òîêà - åå òåíçîðíûé àíàëîã, êîâàðèàíòíàÿ äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà
Tαβ. Îïûò Ìàêñâåëëà ïîäñêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèå

T γα; γ = 0 (69)

äîëæíî áûòü äèôôåðåíöèàëüíûì ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé
ãðàâèòàöèè. Ïðîñòîå óðàâíåíèå (68) íå ïîäõîäèò, ïîñêîëüêó, êàê ìû óæå
çíàåì, ñëåäñòâèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî òîæäåñòâà Áèàíêè ÿâëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå Rγ

α; γ = 1
2
R, α. Ïîýòîìó Ýéíøòåéí âûáðàë ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
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ðåëÿòèâèñòñêîé ãðàâèòàöèè:

Rαβ −
1

2
gαβ R = ATαβ , A = const (70)

Â ïðèíöèïå, ìîæíî åùå äîáàâèòü ÷ëåí (−Λgαβ), Λ = const, çíàê �−� -
èñòîðè÷åñêàÿ óñëîâíîñòü, íî â ýòîì ñëó÷àå "ïëîõî"ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè (ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ïëîñêîìó ïðîñòðàíñòâó).
×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò A â ïðàâîé ÷àñòè? ßñíî, ÷òî îí äîëæåí áûòü
ïðîïîðöèîíàëåí ãðàâèòàöèîííîé (íüþòîíîâñêîé) ïîñòîÿííîé G, íî òî÷-
íîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òîëüêî ïîñëå èçó÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ê íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè.

Âñïîìíèì, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, â ñèëó ìàëîñòè ñêîðîñòåé
V ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà ñ (V

c
→ 0), îñíîâíàÿ ìàëàÿ ïîïðàâêà ê

ìåòðèêå ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà "ñèäèò"â g00, g00 = 1 + 2ϕ
c2
, 2ϕ
c2
� 1. Âñïî-

ìèíàÿ îïðåäåëåíèå òåíçîðà Ðè÷÷è, Rαβ = Γγαβ, γ−Γγαγ, β+ΓγαβΓσγσ−ΓγασΓσβγ,

è ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, Γγαβ = 1
2
gγσ (gσβ, α+gασ, β−gαβ, σ), è, ïðåäïîëà-

ãàÿ ñòàòèêó èëè ìåäëåííîå àäèàáàòè÷åñêîå èçìåíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî
ïîòåíöèàëà ñî âðåìåíåì (â íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñêîðîñòü ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ñèãíàëà áåñêîíå÷íà), ïîíèìàåì, ÷òî ìàëàÿ âåëè÷èíà 2ϕ

c2
âõîäèò

ëèíåéíî òîëüêî â ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ Γi00, i, i = 1, 2, 3 (êâàäðàòè÷íûå
÷ëåíû â òåíçîðå Ðè÷÷è - âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè). Èìååì,

Γi00 =
1

2
gik g00,k = gik

ϕ, k
c2

. (71)

Èç âñåãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Tαβ â ïðåäåëå îñòàåòñÿ òîëüêî T00 è
ñëåä òåíçîðà T = Tαα :

T00 = ρ c2 ; T = ρ c2, (72)

ãäå ρ - ïëîòíîñòü ìàññû èñòî÷íèêà. Ñâåðòêà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äàåò
(gαβ g

αβ = 4)
−R = AT. (73)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò îáðàòíî â óðàâíåíèå (70), ïåðåïèøåì óðàâ-
íåíèÿ Ýéíøòåéíà â âèäå

Rαβ = A

(
Tαβ −

1

2
gαβ T

)
, (74)

îòêóäà èìååì äëÿ R00:

R00 = A

(
ρ c2 − 1

2

(
1 +

2ϕ

c2

)
ρ c2

)
=

1

2
Aρ c2 . (75)
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íî, â íóæíîì ïðèáëèæåíèè,

R00 = Γi00, i = (gik ϕ, i),i =
1

c2
∆ϕ , (76)

ãäå ∆ - óæå çíàêîìûé íàì îïåðàòîð Ëàïëàñà (ëàïëàñèàí). Ñëåäîâàòåëü-
íî,

∆ϕ =
c4

2
Aρ , (77)

è ñðàâíåíèå ñ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà, ∆ϕ = 4πGρ, ïîêàçûâàåò, ÷òî

A =
8 π G

c4
. (78)

Òåïåðü óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ïðèíèìàþò ñâîé îêîí÷àòåëüíûé âèä:

Rαβ −
1

2
gαβ R =

8 π G

c4
Tαβ , (79)

èëè, â ñìåøàííûõ èíäåêñàõ,

Rα
β −

1

2
δαβ R =

8π G

c4
Tαβ , (80)

ãäå δ - åäèíè÷íûé òåíçîð èëè ñèìâîë Êðîíåêåðà, δ = diag(1, 1, 1, 1).

5 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.

5.1 Íåìíîãî èñòîðèè.

Ïîíèìàíèå âàæíîñòè ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ äëÿ òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêè ïðèøëî äàëåêî íå ñðàçó. Íà÷àëî ýòîé èñòîðèè âîñõîäèò ê
âðåìåíàì ñïîðà Íüþòîíà è Ëàãðàíæà î òîì, êàê "ïðàâèëüíî"ôîðìóëèðîâàòü
çàêîíû äâèæåíèÿ - èñõîäÿ èç ïîíÿòèÿ ñèëû (ïî Íüþòîíó) èëè íóæíî íà-
÷èíàòü ñ ïîíÿòèÿ "æèâîé ñèëû êîòîðóþ Ëàãðàíæ çàïèñûâàë â âèäåmV 2

äëÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè âçàèìîäåéñòâèÿ íóæíî äîáàâèòü
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ (åñëè, ðàçóìååòñÿ, ñèëû ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëü-
íûìè), ïîýòîìó óäîáíåå èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå L = T−U , ãäå T = mV 2

2

- êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, à U - ïîòåíöèàëüíàÿ. Ýòî òî, ÷òî ìû òåïåðü íà-
çûâàåì ôóíêöèåé Ëàãðàíæà èëè Ëàãðàíæèàíîì. È òîëüêî ïîñëå ôîðìó-
ëèðîâêè óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, à çàòåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, â
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êîòîðîì âïåðâûå ïîÿâèòñÿ èíòåãðàë äåéñòâèÿ, îáíàðóæèëîñü, ÷òî óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíèêè ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ ôóíê-
öèîíàëà äåéñòâèÿ ïî òðàåêòîðèÿì, åñëè ïîòðåáîâàòü åãî ýêñòðåìèçàöèè
(à ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå çíàêà äåéñòâèÿ ìèíèìèçàöèè), ïðèðàâíèâàÿ
ïåðâóþ âàðèàöèþ íóëþ. Ìèíèìóì -ýòî âñå-òàêè "îäíà òî÷êà"â áåçãðà-
íè÷íîì ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé, è ýòîìó ìîæíî ïðèäàòü íåêóþ ôèëî-
ñîôñêóþ ãëóáèíó.

Îêàçàëîñü, ÷òî â ôóíêöèîíàëå äåéñòâèÿ ëåãêî ñ ñàìîãî íà÷àëà ó÷åñòü
òðåáóåìûå ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è/èëè äðóãèå ñèììåòðèè,
íàïðèìåð, ãðàäèåíòíóþ èíâàðèàíòíîñòü. Íà ýòîì ïóòè áûëè ïîëó÷åíû
âûðàæåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ (è âûâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ) â
ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå è êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå Ìàêñâåëëà,
ïðè÷åì êîíêðåòíàÿ ôîðìà ëàãðàíæèàíà îïðåäåëÿëàñü åùå è òðåáîâàíè-
åì "íàèáîëüøåé ïðîñòîòû". Ïðè ýòîì ñðàçó æå îòêðûâàëàñü âîçìîæ-
íîñòü ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé ïóòåì "óñëîæíåíèÿ".

È òîëüêî âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà Ðè÷àðä Ôåéíìàí ïîêàçàë, ÷òî
ïðèðîäà ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ïðÿ-
÷åòñÿ ãëóáîêî â íåäðàõ êâàíòîâîãî ìèðà, çà ÷òî, ôàêòè÷åñêè, îí è ïîëó-
÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ.

5.2 Ïîñòàíîâêà âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå
íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè Íüþòîíà. Äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû ìàññû m
èìååò âèä:

S =

b∫
a

Ldt =

b∫
a

(
m~V 2

2
− U(~x(t))

)
dt , (81)

ãäå ~x(t) - òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû, ñëóæàùàÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, ~V
- åå ñêîðîñòü, à èíòåãðàë áåðåòñÿ â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ - çàêðåïëåííûõ
êîíöàõ, íà êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ~x(a) è ~x(b) îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Êîí-
êðåòíûé âèä ëàãðàíæèàíà (åãî êèíåòè÷åñêîé ÷àñòè) äèêòóåòñÿ ñèììåò-
ðèÿìè ïðîñòðàíñòâà Ãàëèëåÿ - îäíîðîäíîñòü (íåò ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò
êîîðäèíàò) è èçîòðîïíîñòü (íåò âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ), à òàêæå îä-
íîðîäíîñòüþ âðåìåíè (íåò ÿâíîé çàâèñèìîñòè). Ïîýòîìó è ëàãðàíæèàí,
è äåéñòâèå - ñêàëÿðû. Î÷åâèäíî è âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ "ïðîñòîòû".
Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå èìååò ðàçìåðíîñòü "ýíåðãèÿ × âðåìÿ". Âàðèàöèÿ
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δS ðàâíà:

δS =

b∫
a

δL dt =

b∫
a

(
m ~V δ~V − ∂U

∂~x
δ~x

)
dt . (82)

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

δS = m ~V δ~x|ba −
b∫

a

(
d

dt
(m ~V ) +

∂U

∂~x

)
δ~x dt . (83)

Ïîñêîëüêó δ~x(a) = δ~x(b) = 0, òî, ïðèðàâíèâàÿ âàðèàöèþ íóëþ, δS = 0, è
ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü òðàåêòîðèè ~x(t), ïðèõîäèì êî âòîðîìó çàêîíó
Íüþòîíà

d

dt
(m ~V ) = −∂U

∂~x
= ~F . (84)

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè äîïîëíèòåëüíî (áåñïëàòíî) âîçìîæíîñòü îïè-
ñûâàòü äâèæåíèå òåë ïåðåìåííîé ìàññû (íàïðèìåð, ðàêåòû).

Òå æå ïðèíöèïû ó÷åòà ñèììåòðèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè: îäíîðîä-
íîñòü è èçîòðîïíîñòü ïëþñ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ëî-
ðåíöà è òðåáîâàíèå "ïðîñòîòû ïðèâîäÿò â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè ê ñëåäóþùåìó äåéñòâèþ äëÿ äèíàìèêè ÷àñòèöû ìàññû m (c
ñêîðîñòü ñâåòà, ds2 = c2 dt2 − d~x2):

S = −mc

∫
ds = −mc2

b∫
a

√
1−

~V 2

c2
dt . (85)

Âûáîð êîýôôèöèåíòà (mc) äèêòóåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ äåéñòâèÿ è ðåçóëü-
òàòîì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ê íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå, à çíàê �−�
íóæåí äëÿ òîãî, ÷òîáû ýêñòðåìóì ñòàë èìåííî ìèíèìóìîì. Äèíàìè÷å-
ñêîé ïåðåìåííîé è çäåñü ñëóæèò òðàåêòîðèÿ ~x(t).

Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå Ìàêñâåëëà, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå ñèììåòðèé, òðåáóåòñÿ ó÷åò åùå ò.í. ãðàäèåíòíîé, èëè êàëèáðî-
âî÷íîé, èíâàðèàíòíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, õîòÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
îïèñûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì Aµ, ôèçè÷åñêè èçìåðèìûìè ÿâëÿ-
þòñÿ êîìïîíåíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Fµν = Aµ, ν − Aν, µ. Ýòî
ïëþñ òðåáîâàíèå ïðîñòîòû ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äåéñòâèþ äëÿ ïîëÿ:

S = − 1

16 π

∫
Ω

Fµν F
µν dt d~x . (86)

35



Èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî êîíå÷íîìó ÷åòûðåõìåðíîìó îáúåìó Ω. Êâàäðàòè÷-
íîå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èìååò ðàçìåðíîñòü ïëîòíîñòè ýíåðãèè,
à âûáîð êîíêðåòíîãî áåçðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà àâòîìàòè÷åñêè äàåò
ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñëåäóþùåå "íàïðÿ-
ìóþ"èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

5.3 Äåéñòâèå Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà.

Ïî îáùèì êàíîíàì, äåéñòâèå â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè
äîëæíî ñîñòîÿòü èç äâóõ ñëàãàåìûõ: äåéñòâèÿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
è äåéñòâèÿ äëÿ ìàòåðèàëüíûõ èñòî÷íèêîâ:

S = Sgrav + Sm . (87)

Ãðàâèòàöèîííàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ äîëæíà, êàê ìû óæå çíàåì, îïèñûâàåò
ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, è ïîòîìó íå ìîæåò ñîäåðæàòü äèíà-
ìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé. Äåéñòâèå Sm äîëæíî áûòü
ðàâíî, êàê îáû÷íî,

Sm =

∫
Lm
√
−g dV dt =

1

c

∫
Ω

Lm
√
−g dΩ , (88)

ãäå dΩ = dx0 d~x, x0 = c dt, êîðåíü êâàäðàòíûé èç äåòåðìèíàíòà ìåò-
ðèêè ðàâåí ÿêîáèàíó ïðåîáðàçîâàíèÿ îò îäíèõ êîîðäèíàò ê äðóãèì è
äîñòàâëÿåò íàì èíâàðèàíòíóþ ìåðó îáúåìà, à ëàãðàíæåâà ïëîòíîñòü Lm
èìååò ðàçìåðíîñòü ïëîòíîñòè ýíåðãèè (òàê ÷òî ñ îáùåé ðàçìåðíîñòüþ
äëÿ äåéñòâèÿ âñå â ïîðÿäêå). Ïîñêîëüêó ìû óæå çíàåì îáùóþ ñòðóê-
òóðó óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, ÿñíî, ÷òî âàðüèðîâàíèå Sm äîëæíî äàâàòü
òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè. Îïûò èçó÷åíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè è
òåîðåìà Íåòåð ãîâîðÿò íàì, ÷òî âàðüèðîâàòü íóæíî ïî ïîëÿì ìàòåðèè.
Íî çäåñü íàñ æäåò ðàçî÷àðîâàíèå. Äåéñòâèå Sgrav íå ñîäåðæèò ìàòåðè-
àëüíûõ ïîëåé, ïîòîìó èç óñëîâèÿ δS = 0 äîëæíî ñëåäîâàòü ðàâåíñòâî
íóëþ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Tµν . Íî ýòî, î÷åâèäíî, íåïðàâèëüíî. Ïî-
ýòîìó äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
âàðüèðîâàíèåì ïî ãåîìåòðè÷åñêèì äèíàìè÷åñêèì ïåðåìåííûì. Ìû îïè-
øåì ýòîò ñïîñîá â ñëåäóþùåé ãëàâå. À ïîêà ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ
ãðàâèòàöèîííîãî äåéñòâèÿ Sgrav.

Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
ñâÿçàíî ñ èìåíåì âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêà Ä.Ãèëüáåðòà (âèäèìî, èìåí-
íî îí ïðåäëîæèë àâòîðó ÎÒÎ èñêîìûé òåíçîð). Ñëåäóÿ Ýéíøòåéíó,
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îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ãðàâèòàöèîííîãî ïî-
ëÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à ñâÿçíîñòü äîëæ-
íà áûòü ìåòðè÷åñêîé (îïÿòü "ïðèíöèï ïðîñòîòû"èëè, èíà÷å, "ïðèíöèï
íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ â óìàõ ó÷åíûõ"!). Ìû âèäåëè, íà ïðèìåðàõ äðó-
ãèõ òåîðèé, ÷òî ïëîòíîñòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà L ñîäåðæèò äèíàìè÷åñêèå
ïåðåìåííûå è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, ÷òî ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïî àíàëîãèè, Lgrav äîëæ-
íà çàâèñåòü îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gµν è ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ Γλµν .
Êðîìå òîãî, ëàãðàíæèàí äîëæåí áûòü ñêàëÿðîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü èí-
âàðèàíòíîñòü òåîðèè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîð-
äèíàò (íóæíîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ, ò.å., äèôôåîìîðôèçìîâ).
Íî èç gµν è Γλµν íåëüçÿ ñîñòàâèòü íè òåíçîðà, íè ñêàëÿðà. Êðîìå òîãî,
êàê ìû âèäåëè, êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ìîãóò áûòü ñäåëàíû ðàâíûìè
íóëþ â äàííîé òî÷êå ïîäõîäÿùèì âûáîðîì êîîðäèíàò è ïîòîìó íå äàþò
íèêàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î êðèâèçíå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîòîðàÿ îä-
íà è ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
Åäèíñòâåííûì ïîäõîäÿùèì ñêàëÿðîì ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà R.
È Ãèëüáåðò âûáèðàåò äåéñòâèå â âèäå

Sgrav = − c3

16 π G

∫
Ω

R
√
−g dΩ (89)

(ïðèíöèï ïðîñòîòû è íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷åíèÿ èìåííî óðàâíåíèé Ýéí-
øòåéíà), íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó R âõîäÿò âòîðûå
ïðîèçâîäíûå îò ìåòðèêè (ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíî-
ñòè), ïðàâäà, ëèíåéíî. Òàê êàê R = gµν Rµν , d

√
−g = 1

2

√
−g gµν dgµν ,

òî

δSgrav = − c3

16π G

∫
Ω

(
Rµν −

1

2
gµν R

)
δgµν

√
−g dΩ

− c3

16π G

∫
Ω

gµν δRµν

√
−g dΩ . (90)

Ìû âèäèì, ÷òî ïåðâîå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå - óæå âñå, ÷òî íàì
íóæíî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, È çàñëóãà
Ãèëüáåðòà â òîì, ÷òî îí ñìîã ïîêàçàòü (ïóòåì äîâîëüíî ñëîæíûõ ðàñ÷å-
òîâ), ÷òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (÷òîáû "óáðàòü"âòîðûå ïðî-
èçâîäíûå) âòîðîãî èíòåãðàëà îñòàâøååñÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëíîé äèâåðãåíöèè îò íåêîòîðîãî âåêòîðà.
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Âèä ýòîãî âåêòîðà, â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî ñïîñîáà âûâîäû óðàâíå-
íèé, ïîëó÷àåòñÿ ðàçíûì, íî ìû íå áóäåì çäåñü âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè,
îòìåòèì ëèøü î÷åíü âàæíóþ îñîáåííîñòü, îáùóþ äëÿ âñåõ àâòîðîâ ó÷åá-
íèêîâ è ìîíîãðàôèé. Óæå óïîìÿíóòîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω ìû äîëæíû "äåðæàòü"íå òîëüêî
çíà÷åíèÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, íî è åãî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ - èíà÷å
íå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, ïî ñóòè, îíè ñòàíîâÿòñÿ óæå íå ëî-
êàëüíûìè, à ãëîáàëüíûìè. ×òîáû ëèêâèäèðîâàòü òàêóþ íåêîððåêòíîñòü
ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè, ïðèäóìàëè
(îòíîñèòåëüíî íåäàâíî) äîáàâèòü ê äåéñòâèþ Ãèëüáåðòà îñîáûé ïîâåðõ-
íîñòíûé ÷ëåí, âàðèàöèÿ êîòîðîãî êîìïåíñèðóåò óêàçàííûé íåäîñòàòîê.
Âûïèñûâàòü ìû åãî íå áóäåì, ïîñêîëüêó ýòî òðåáóåò åùå ëîæíîãî ýêñêóð-
ñà â äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ (íàì âñå ðàâíî ïðèäåòñÿ ýòî ñäåëàòü,
íî ãîðàçäî ïîçæå è ïî äðóãîìó ïîâîäó, òàì è ïîãîâîðèì). À ñåé÷àñ ïåðåé-
äåì ê ðàññìîòðåíèþ äðóãîãî ìåòîäà, ñâîáîäíîãî îò óêàçàííîé òðóäíîñòè.

5.4 Ìåòîä Ïàëàòèíè.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ôèçèêó ýòîò ìåòîä âîøåë ïîä èìåíåì Ïàëàòè-
íè, åãî ãîðàçäî ðàíüøå ïðèìåíÿë Ýéíøòåéí. Ìû íå áóäåì èñïðàâëÿòü
ýòó èñòîðè÷åñêóþ îøèáêó. Ìåòîä ñîñòîèò íå â èçìåíåíèè âèäà äåéñòâèÿ,
à â èçìåíåíèè íàáîðà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Èìåííî, âàðüèðîâàíèå
ïðîèçâîäèòñÿ ðàçäåëüíî ïî ìåòðèêå gµν è íå çàâèñÿùåé îò íåå ñâÿçíîñòè
Γλµν . Âñïîìíèì, ÷òî òåíçîð Ðè÷÷è Rµν çàâèñèò òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ
ñâÿçíîñòè è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ:

Rµν =
∂Γλµν
∂xλ

−
∂Γλµλ
∂xν

+ Γλµν Γσλσ − Γλµσ Γσνλ . (91)

Èìååì, êàê è ïðåæäå,

δSgrav = − c3

16π G

∫
Ω

(
Rµν −

1

2
gµν R

)
δgµν

√
−g dΩ

− c3

16π G

∫
Ω

gµν δRµν

√
−g dΩ , (92)

íî òåïåðü ìû äîëæíû ïðèðàâíèâàòü íóëþ îòäåëüíî âàðèàöèè ïî δgµν è
δΓλµν . Âàðèàöèÿ ïî ìåòðèêå (ñ ó÷åòîì âàðüèðîâàíèÿ Sm) äàåò ñðàçó æå
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óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà:

Rµν −
1

2
gµν R =

8 π G

c4
Tµν . (93)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âàðèàöèþ ïî ñâÿçíîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëàãðàí-
æåâà ïëîòíîñòü ìàòåðèè Lm, ïîìèìî ìàòåðèè, çàâèñèò òîëüêî îò ìåòðè-
êè, íî íå îò ñâÿçíîñòè (êàê îíî è åñòü íà ñàìîì äåëå äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ
ïîëåé). Òîãäà

δS

δΓλµν
= 0 . (94)

Ïîñëå äîëãèõ è óòîìèòåëüíûõ ïîäðîáíûõ âû÷èñëåíèé, âêëþ÷àþùèõ è
èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

Γλ|µν + Γν|λµ =
∂gλν
∂xν

, (95)

ãäå Γλ|µν = gλσ Γσµν . Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ â óðàâíåíèè (95),
à çàòåì ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå óðàâíåíèé äàþò èñêîìûé ðåçóëüòàò:

Γλµν =
1

2
gλσ (gσµ, ν + gσν, µ − gµν, σ) . (96)

Ñâÿçíîñòü àâòîìàòè÷åñêè, íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, îêàçûâàåòñÿ ìåòðè-
÷åñêîé! È íèêàêèõ ïðîáëåì ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè, èõ â äåéñòâèè
ïðîñòî íåò.

Òàêîå çàìå÷àòåëüíîå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ äâóõ ðàçëè÷íûõ ìåòî-
äîâ âàðüèðîâàíèÿ èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî äåéñòâèÿ,
ëèíåéíîãî ïî ñêàëÿðíîé êðèâèçíå R. Ðàññìîòðåíèå íåëèíåéíûõ ëàãðàí-
æèàíîâ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì óðàâíåíèÿì. Òàê, äåéñòâèå
Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà äàåò óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîä-
íûì ìåòðèêè è, ïî îïðåäåëåíèþ, ìåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü. Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ìåòîäà Ïàëàòèíè ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðî-
èçâîäíûì ìåòðèêè è íåìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü (ò.í. ñâÿçíîñòü Âåéëÿ).
Ýòè âîïðîñû áóäóò ðàññìîòðåíû â ñàìîì êîíöå íàøèõ ëåêöèé.

6 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, îáû÷íûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà ïîëåé ìàòåðèè äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, îñ-
íîâàííûé íà òåîðåìå Íåòåð, íàì óæå íå ïîäõîäèò. Òåïåðü âàðüèðîâàíèå
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ïî ïîëÿì ìàòåðèè è ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè ïîëíîãî äåéñòâèÿ
ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó íóëþ è èñêîìîãî òåíçîðà, ïîñêîëüêó ãðàâèòàöè-
îííàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ñëåäîâàòåëüíî, è äåéñòâèå äëÿ ìàòåðèè íóæíî âàðüèðîâàòü ïî ìåòðèêå.
Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèòåëüíî òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè.

Âûïèøåì åùå ðàç ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ äëÿ äëÿ ìàòåðèàëüíûõ ïî-
ëåé:

Sm =
1

c

∫
Ω

L
√
−g dΩ . (97)

Çäåñü ëàãðàíæåâà ïëîòíîñòü L çàâèñèò îò íåêîòîðûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ ïîëåé ìàòåðèè (îáîáùåííî) q è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ è îò ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà gµν åãî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, à èíòåãðèðîâàíèå ïðîèç-
âîäèòñÿ ïî ÷åòûðåõìåðíîìó îáúåìó Ω ñ ãðàíèöåé ∂Ω. Ïðîèçâåäåì â ýòîì
èíòåãðàëå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò xµ ê êîîðäèíàòàì x′µ = xµ+ξµ, ãäå
ξµ - ìàëûå âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû òåíçîðà gµν , îáðàòíîãî ìåò-
ðè÷åñêîìó, ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì

g′µν(x′) = gλσ(x)
∂x′µ

∂xλ
∂x′ν

∂xσ
= gλσ

(
δµλ +

∂ξµ

∂xλ

)(
δνσ +

∂ξν

∂xσ

)
≈ gµν(x) + gµσ

∂ξν

∂xσ
+ gλν

∂ξµ

∂xλ
, (98)

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Òåíçîð g′µν â ëåâîé ÷àñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé íîâûõ êîîðäèíàò xprime, à òåíçîð gµν - ôóíêöèåé ïðåæ-
íèõ êîîðäèíàò x. Åñòåñòâåííî, íàì íóæíî, ÷òîáû âñå âåëè÷èíû áûëè
ôóíêöèÿìè îäíèõ è òåõ æå ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì g′µν(x′) ïî
ñòåïåíÿì ξ (îïÿòü æå äî ïåðâîãî ïîðÿäêà):

g′µν(xλ + ξλ) = g′µν(x) +
∂g′µν

∂xλ
ξλ + . . . ≈ ∂gµν(x)

∂xλ
ξλ + g′µν(x) . (99)

Òàêèì îáðàçîì,

g′µν(x) = gµν(x)− ξλ ∂g
µν

∂xλ
+ gµα

∂ξν

∂xα
+ gβν

∂ξµ

∂xβ
. (100)

ßñíî, ÷òî ðàçíîñòü òåíçîðîâ g′µν(x) è gµν(x) â îäíîé è òîé æå òî÷êå åñòü
òåíçîð, ïîýòîìó ïîñëåäíèå òðè ÷ëåíà â (100 ìîãóò áûòü òàêæå çàïèñàíû â
ÿâíî òåíçîðíîé ôîðìå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî
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îíè ðàâíû ñóììå ξµ; ν + ξν;µ, ãäå ξµ; ν = gνλξµ;λ. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì
îêîí÷àòåëüíî, ÷òî

g′µν = gµν + δgµν , δgµν = ξµ; ν + ξν;µ . (101)

Äëÿ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò èìååì

g′µν + δgµν , δgµν = −ξµ; ν − ξν;µ (102)

(òàê, ÷òîáû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ξ ñîáëþäàëîñü óñëîâèå
gµλ g

′λν = δνµ). Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ

ξµ; ν + ξν;µ = 0 , (103)

îïðåäåëÿþò òå èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, êîòîðûå
íå ìåíÿþò äàííóþ ìåòðèêó. Îíè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Êèëëèíãà, à
ξµ - âåêòîðàìè Êèëëèíãà.

Äàëåå, ïîñêîëüêó äåéñòâèå Sm åñòü ñêàëÿð, òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
êîîðäèíàò îíî íå ìåíÿåòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âàðèàöèþ δSm ìîæíî íà-
ïèñàòü â èíîì âèäå. Ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàò δxµ = ξµ äèíàìè÷åñêèå
ïåðåìåííûå ìàòåðèè q ìåíÿþòñÿ íà δq. Ïðè âû÷èñëåíèè δSm ìîæíî,
îäíàêî, íå ïèñàòü ÷ëåíîâ, ñâÿçàííûõ è èçìåíåíèåì äèíàìè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ ìàòåðèè, îíè âñå ðàâíî âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ â ñèëó "óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ"ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó ýòè ïîñëåäíèå êàê ðàç è
ïîëó÷àþòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ âàðèàöèè δSm ïî δq. Ïîýòîìó äîñòà-
òî÷íî âûïèñàòü òîëüêî ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèÿìè δgµν (èëè δg

µν).
Âîñïîëüçîâàâøèñü, êàê îáû÷íî, òåîðåìîé Ãàóññà è ïîëàãàÿ δgµν = 0 íà
ãðàíèöàõ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, íàõîäèì

δSm =
1

c

∫
Ω

{
∂(
√
−g L)

∂gµν
δgµν +

∂(
√
−g L)

∂ ∂g
µν

∂xλ

δ

(
∂gµν

∂xλ

)}
dΩ

=
1

c

∫
Ω

{
∂(
√
−g L)

∂gµν
− ∂

∂xλ
∂(
√
−g L)

∂ ∂g
µν

∂xλ

}
δgµν dΩ . (104)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

1

2

√
−g Tµν =

∂
√
−g L
∂gµν

− ∂

∂xλ
∂
√
−g L

∂ ∂g
µν

∂xλ

. (105)
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Òîãäà

δSm =
1

2c

∫
Ω

Tµν δg
µν
√
−g dΩ = − 1

2c

∫
Ω

T µν δgµν
√
−g dΩ . (106)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ âàðèàöèè δSm ïðè èçìåíåíèè êî-
îðäèíàò δxµ íå îçíà÷àåò ðàâåíñòâà íóëþ Tµν , ïîñêîëüêó äåñÿòü âåëè÷èí
δgµν íå íåçàâèñèìû, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ êî-
îðäèíàò xµ, êîòîðûõ èìååòñÿ âñåãî ÷åòûðå.

Èç èçó÷åíèÿ ìåõàíèêè è òåîðèè ïîëÿ â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå è èç òåî-
ðåìû Íåòåð ìû çíàåì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà
"íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ïðåâðàùàåò-
ñÿ â óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà: T νµ; ν = 0
â êîâàðèàíòíîì âèäå. Ìû èñïîëüçîâàëè óæå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëåé
ìàòåðèè ∂Sm

∂q
= 0, íî ôîðìàëüíî â óðàâíåíèè (106) äåéñòâèå Sm âàðüèðó-

åòñÿ ïî ìåòðèêå gµν . Ïîýòîìó íóæíî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè óðàâíå-
íèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ Tµν , îïðåäåëåííîãî óðàâíåíèåì (105). Äëÿ ýòîãî
ïîäñòàâèì â (106) âûðàæåíèå äëÿ δgµν èç óðàâíåíèÿ (101):

δSm =
1

2c

∫
Ω

Tµν (ξµ; ν + ξν;µ)
√
−g dΩ =

1

c

∫
Ω

Tµν ξ
µ; ν
√
−g dΩ . (107)

Ïðåîáðàçóåì, äàëåå, ýòî âûðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì (ìåòðè÷åñêàÿ
ñâÿçíîñòü,

√
−g = 0!):

δSm =
1

c

∫
Ω

(T νµ ξ
µ);µ

√
−g dΩ− 1

c

∫
Ω

T νµ; ν ξ
µ
√
−g dΩ . (108)

Ïîñêîëüêó, êàê ìû âèäåëè ðàíåå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà è ìåòðè÷åñêîé

ñâÿçíîñòè Aν; ν = (Aν
√
−g), ν√
−g , òî ïåðâûé èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãàóñ-

ñà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè è èñ÷åçàåò âñëåä-
ñòâèå òîãî, ÷òî íà ãðàíèöå, ïî îïðåäåëåíèþ, ξµ = 0. Ïîýòîìó ( δSm

δxµ
= 0 !),

δSm = −1

c

∫
Omega

T νµ; ν ξ
µ
√
−g dΩ . (109)

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ξµ îòñþäà ñëåäóåò

T νµ; ν = 0 , (110)
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÷òî è ñëåäîâàëî äîêàçàòü. Êîíêðåòíûé êîýôôèöèåíò â îïðåäåëåíèè (105)
âûáðàí òàê, ÷òîáû òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, íàïðèìåð, ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ñîâïàäàë ñ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì, ïîëó÷àåìûì ïðèâû÷íûì
ñïîñîáîì. Îïèñàííûé âûøå ìåòîä (âàðüèðîâàíèå ïî ìåòðèêå) ïðèâîäèò
ñðàçó æå ê ñèììåòðè÷íîìó âûðàæåíèþ, ÷òî î÷åíü öåííî. Òåïåðü î÷å-
âèäíî, ÷òî ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà (èëè
Ïàëàòèíè) äàåò íàì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

Rµν −
1

2
gµν R =

8 π G

c4
Tµν . (111)

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêî-
ñòè, êîòîðûé íàì î÷åíü è î÷åíü ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì. Â ñîïóò-
ñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà èäåàëüíàÿ æèäêîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîò-
íîñòüþ ýíåðãèè ε è äàâëåíèåì p, ïðè÷åì âñå ïîòîêè ðàâíû íóëþ, è
èìååò ìåñòî çàêîí Ïàñêàëÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó äàâëåíèå, îêàçûâàåìîå
äàííûì ó÷àñòêîì òåëà, îäèíàêîâî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì è âåçäå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ê ïëîùàäêå, íà êîòîðîå îíî äåéñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì,
T µν = diag(ε, −p, −p, −p). Â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé
äàííûé ýëåìåíò îáúåìà èìååò ÷åòûðåõ-ñêîðîñòü uµ, ýòîò òåíçîð (â êîí-
òðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

T µν = ε uµ uν + pP µν , (112)

ãäå P µν = uµ uν − gµν - ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð, ò.å., P µνuν = 0 (T µνuν =
ε uµ), ñëåäîâàòåëüíî,

Tµν = (ε+ p)uµ uν − p gµν . (113)

Òåïåðü ó íàñ âñå ãîòîâî äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîáñòâåííî êîñìîëîãè÷åñêèõ
âîïðîñîâ.

7 Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìåòðèêà.

Íåâçèðàÿ íà íàçâàíèå ãëàâû, ñäåëàåì íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå, êàñà-
þùååñÿ ñèñòåìû åäèíèö. ×òîáû ïðîùå áûëî ñëåäèòü çà ðàçìåðíîñòüþ
ñëîæíûõ âûðàæåíèé ïðè âû÷èñëåíèÿõ, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìîé
åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà c è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~ ðàâíû åäèíè-
öå, c = ~ = 1. Åäèíñòâåííîé ðàçìåðíîé âåëè÷èíîé îñòàåòñÿ ãðàâèòàöèîí-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ G, à ðàçìåðíîñòè ìàññû [m], äëèíû [l] è âðåìåíè [t] åñòü
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[m] = 1√
G
, [l] = [t] =

√
G. Ïðèâû÷íûå ðàçìåðíîñòè è ÷èñëåííûå êîýôôè-

öèåíòû ëåãêî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî òàê íàçûâàåìûì ïëàíêîâñêèì âåëè-

÷èíàì mPl =
√

~c
G
' 10−5ã, lPl =

√
~G
c3
' 10−33ñì, tPl =

√
~G
c5
' 10−43ñ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ìåò-
ðèêè, êîòîðóþ âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü (ëîêàëüíî) â âèäå

ds2 = Adt2 + 2H dt dq −B dq2 −R2 dσ2 . (114)

ãäå dσ2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2 - ëèíåéíûé ýëåìåíò äâóìåðíîé ñôåðû (θ è ϕ
óãëîâûå ïåðåìåííûå, 0 ≤ ϕ < 2 π, 0 ≤ θ < π), à ìåòðè÷åñêèå êîýôôè-
öèåíòû A,H,B è R ÿâëÿþòñÿ (ïîëîæèòåëüíûìè) ôóíêöèè âðåìåíè t è
íåêîòîðîé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû q. Ðàäèóñ R(t, q) îïðåäåëåí òàê, ÷òî-
áû ïëîùàäü ñôåðû, êàê è â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå, áûëà ðàâíà 4π R2 .
Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîáîäîé âûáîðà êîîðäèíàòíîé ñåòêè (ïðè ñîõðàíå-
íèè ÿâíîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè) è ïåðåéäÿ ê íîâîé âðåìåííîé êî-
îðäèíàòå t̃ = t̃(t, q), ìû âñåãäà ìîæåì ñäåëàòü ìåòðèêó äèàãîíàëüíîé,
H = 0, è ïðè ýòîì ó íàñ îñòàåòñÿ åùå îäíà ñòåïåíü ñâîáîäû. Åå ìû
ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñäåëàâ, A = B, ò.å., ÷òîáû

ds2 = Ã (dt̃2 − dq̃2)−R2(t̃, q̃) dσ2 (115)

èëè æå, ââåäÿ çàïàçäûâàþùèå è îïåðåæàþùèå ñâåòîâûå êîîðäèíàòû u =
t̃− q̃ è v = t̃+ q̃, ïðèâåñòè ìåòðèêó ê âèäó

ds2 = Ã du dv −R2(u, v) dσ2 . (116)

Â ëþáîì ñëó÷àå, ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ ìåòðèêà, ïî ñóòè, îïðå-
äåëÿåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå îäíîé èç íèõ
åñòåñòâåííî âûáðàòü ðàäèóñ ñôåðû R(t, q), ÿâëÿþùèéñÿ èíâàðèàíòîì îò-
íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé t è q. Õî÷åòñÿ, ÷òîáû è âòîðàÿ ôóíêöèÿ áûëà
òàêæå èíâàðèàíòíîé. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óäîáíî èìåòü äåëî
ñ êâàäðàòîì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè R = const. Îáîçíà÷èì åãî áóêâîé
∆. Èòàê,

R = const :

dR = Ṙ dt+R′ dq = 0 ,

∆ =
1

AB +H2
(B Ṙ2 + 2H ṘR′ − AR′ 2) , (117)
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ò.å., ∆ = 1
A
Ṙ2 − 1

B
R′ 2 äëÿ äèàãîíàëüíîé ìåòðèêè, è ∆ = 2

H
R,uR,v äëÿ

äâàæäû ñâåòîâîé ìåòðèêè. Âåëè÷èíà ∆ (òî÷íåå, åå çíàê) íåñåò áîëüøóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ. Â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè âñå òðè-
âèàëüíî: ∆ = −1, ïîâåðõíîñòè R = const ÿâëÿþòñÿ âðåìåíè-ïîäîáíûìè
(à íîðìàëè ê íèì - ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè), è ìû ìîæåì âñþäó
âûáðàòü ðàäèóñ â êà÷åñòâå ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû R = q. Â îáùåì æå
ñëó÷àå ýòî íå òàê, è ∆ ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê.

Åñëè ∆ < 0, òî, êàê è â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî âûáðàòü q = R,
òàêèå îáëàñòè íàçûâàþòñÿ R−îáëàñòÿìè. Åñëè æå ∆ > 0, òî ïîâåðõíîñòè
R = const ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíû, à ðàäèóñ ìîæåò áûòü âûáðàí â êà-
÷åñòâå âðåìåííîé êîîðäèíàòû t = R, òàêèå îáëàñòè åñòåñòâåííî íàçâàòü
T−îáëàñòÿìè. Ýòè ïîíÿòèÿ âïåðâûå áûëè ââåäåíû È.Ä.Íîâèêîâûì. Âî-
îáùå ãîâîðÿ, R− è T−îáëàñòè ðàçäåëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè ∆ = 0, êî-
òîðûå íàçûâàþòñÿ ãîðèçîíòàìè âèäèìîñòè. Ïîâåðõíîñòè ∆ = 0 ìîãóò
áûòü êàê ñâåòîâûìè, òàê è âðåìåíè- èëè ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè.
Áîëåå òîãî, êàê ëåãêî âèäåòü, â R−îáëàñòÿõ (∆ < 0) íå ìîæåò áûòü
òî÷êè ñ R′ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èëè R′ > 0, ðàäèóñû óâåëè÷èâàþòñÿ
ñ ðîñòîì ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû q (êîòîðàÿ, ïî óìîë÷àíèþ, ðàñòåò îò
−∞ äî +∞, íà ãðàôèêàõ ñëåâà íàïðàâî) - ýòî R+−îáëàñòè, èëè R′ < 0
- ðàäèóñû óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì q - ýòî R−−îáëàñòè. Àíàëîãè÷íî, â
T−îáëàñòÿõ (∆ > 0) íåâîçìîæíî Ṙ = 0, è ìû èìååì èëè îáëàñòü íåîá-
ðàòèìîãî ðàñøèðåíèÿ, Ṙ > 0 - ýòî T+−îáëàñòè, èëè Ṙ < 0 - îáëàñòü
íåîáðàòèìîãî ñæàòèÿ, T−−îáëàñòü. Òàêèì îáðàçîì, ñôåðè÷åñêè ñèììåò-
ðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îáùåãî âèäû ñîñòîèò èç íàáîðà R±− è T±−,
ðàçäåëåííûõ ãîðèçîíòàìè ∆ = 0.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êîñìîëîãèè. Íà÷íåì ñ ïðîñòðàíñòâà: îíî äîëæíî
áûòü îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì. Ýòî ìîæåò áûòü èëè òðåõìåðíàÿ ñôå-
ðà, èëè òðåõìåðíûé ãèïåðáîëîèä, èëè ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìåòðèêà
åäèíè÷íîé òðåõìåðíîé ñôåðû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (χ, θ, ϕ -
óãëîâûå êîîðäèíàòû):

dl2 = dχ2 + sin2 χ (dθ2 + sin2 θ dϕ2) , (118)

ïðåîáðàçîâàíèå r = sinχ ïåðåâîäèò åå â

dl2 =
dr2

1− r2
+ r2 dσ2 . (119)

Ãèïåðáîëîèä ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â (118) ñäåëàòü çàìåíó sinχ → sinh chi, à
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âìåñòî (119) èìååì òåïåðü

dl2 =
dr2

1 + r2
+ r2 dσ2 . (120)

Â ïëîñêîì æå ïðîñòðàíñòâå ìû èìååì ïðîñòî

dl2 = dr2 + r2 dσ2 . (121)

Âñå òðè îäíîðîäíûå è èçîòðîïíûå ìåòðèêè ìîãóò áûòü çàïèñàíû åäèíî-
îáðàçíî:

dl2 =
dr2

1− k r2
+ r2 dσ2 , k = ±1, 0 , (122)

ýòî íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà. Òðåáîâàíèå îäíîðîäíîñòè
âðåìåíè äèêòóåò îáùèé âèä ÷åòûðåõìåðíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìåòðèêè:

ds2 = dt2 − a2(t) dl2

= dt2 − a2(t)

(
dr2

1− k r2
+ r2 (dθ2 + sin2 θ dϕ2)

)
. (123)

Êîîðäèíàòà t â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèì âðåìåíåì. Î÷åíü
÷àñòî áûâàåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâàåìûì êîíôîðìíûì âðåìå-
íåì η, îïðåäåëÿåìûì ñîîòíîøåíèåì dt = a(t) dη, òîãäà

ds2 = a2(η) (dη2 − dl2) . (124)

Íåìíîãî î ïðîñòðàíñòâåííîé ãåîìåòðèè. Â çàêðûòîé ìîäåëè (k = +1)
ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí R = a(t) sin chi, ïîýòîìó ðàññòîÿíèå îò öåíòðà
l = aχ > R, ò.å., îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê ðàññòîÿíèþ îò öåíòðà
2π R
l

< 2 π. Ñîïóòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ χ < π,
ïîýòîìó îáúåì çàìêíóòîé âñåëåííîé, ðàçóìååòñÿ, êîíå÷åí è ðàâåí

V = a3

2π∫
0

π∫
0

π∫
0

sin2 χ sin θ dχ dθ dϕ

= 4 π a3

π∫
0

sin2 χdχ = 2π2 a3 . (125)

Â îòêðûòîé ìîäåëè (k = −1) âñå íàîáîðîò; ðàäèóñ ðàâåíR = a(t) sinhχ >
aχ = l, à 2π R

l
> 2 π. Â ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêîé ìîäåëè, åñòåñòâåííî,

R = aχ l.
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Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìåòðèêà èìååò î÷åíü ïðîñòóþ ñòðóêòóðó: âñÿ çàâè-
ñèìîñòü îò (êîíôîðìíîãî) âðåìåíè çàêëþ÷åíà â êîíôîðìíîì ìíîæèòå-
ëå a(η) (â êîñìîëîãèè îí íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáíûì ôàêòîðîì, ïî÷åìó -
âñêîðå óâèäèì). Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â ýòîì ñëó÷àå íàïèñàòü íåñëîæ-
íî, âû÷èñëÿÿ "â ëîá"ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ è òåíçîð Ðè÷÷è. Íî "ìû
ïîéäåì äðóãèì ïóòåì èìåÿ â âèäó, ÷òî â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ
íèæåñëåäóþùèå ôîðìóëû. Ïðåæäå âñåãî, "èçáàâèìñÿ"îò êîíôîðìíîãî
ìíîæèòåëÿ è äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáùåãî
âèäà:

ds2 = gµν dx
µ dxν = e2ωg̃µν dx

µ dxν ,

gµν = e−2ωg̃µν . (126)

Ëåãêî âûâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðè÷åñêîé ñâÿç-
íîñòè äëÿ d-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ:

Γλµν = Γ̃λµν + ων δ
λ
µ + ωµ δ

λ
ν − ωλ g̃µν ;

ωµ = ω,mu ; ωλ = g̃λσ ωσ ;

Γσµσ = Γ̃σµσ + dωµ . (127)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà Ðè÷÷è òðåáóåòñÿ ãîðàçäî áîëüøå óñåðäèÿ, è â
ðåçóëüòàòå ýòèõ óñèëèé ïîëó÷àåì:

Rµν = R̃µν − (d− 2)ω|µν −ωσ|σ g̃µν + (d− 2)ωµ ων − (d− 2)ωσ ω
σ g̃µν . (128)

Çäåñü âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà îçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïðå-
îáðàçîâàííîé ìåòðèêå g̃µν . Òåíçîð Ýéíøòåéíà Gµν ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

Gµν = Rµν −
1

2
gµν R

= G̃µν − (d− 2)ω|µν + (d− 2)ωµ ων

+ (d− 2) g̃µν

(
ωσ|σ +

d− 3

2
ωσ ω

σ

)
. (129)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè d = 2 òåíçîð Ýéíøòåéíà êîíôîðìíî èíâàðèàíòåí è,
ïîñêîëüêó ìåòðèêà äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîíôîðìíà ïëîñêîé ìåò-
ðèêå (íà òðè ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòà ìîæíî íàëîæèòü äâà êîîðäè-
íàòíûõ óñëîâèÿ), òî Gµν = G̃µν = 0. Òî åñòü, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â
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äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òðåáóþò, ÷òîáû (2)Tµν = 0, êðîìå îñîáûõ òî÷åê
(êîíóñíûõ ñèíãóëÿðíîñòåé). Ïðè d = 1, êàê ëåãêî âèäåòü, Rµν = R̃µν = 0,
êàê è äîëæíî áûòü ( òåíçîð êðèâèçíû â ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâåííî ðà-
âåí íóëþ). Êðîìå êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàì ïîíàäîáèòñÿ òàê
íàçûâàåìîå (n+ 1)-ðàçëîæåíèå (d = n+ 1). Ìû óæå çíàåì, ÷òî ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè êîîðäèíàò ìåòðèêó ìíîãîîáðàçèÿ gµν âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè
ê âèäó

ds2 = ε dn2 + γik(n, x
l) dxi dxk , (130)

ãäå ε = +1, åñëè n - âðåìåííàÿ, è ε = −1, åñëè n - ïðîñòðàíñòâåííàÿ
êîîðäèíàòà, êîîðäèíàòû (n, xi) ïîëó÷èëè íàçâàíèå ãàóññîâîé íîðìàëü-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàêîå (n + 1)-ðàçëîæåíèå ìåòðèêè ïðèâîäèò ê
ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàñùåïëåíèþ â ñèìâîëàõ Êðèñòîôôåëÿ è â òåíçîðå
Ðè÷÷è. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íå ðàâíûå
íóëþ êîìïîíåíòû:

Γnik = −ε
2
γik, n ; Γinl =

1

2
γik γkl, n ; Γilm = Γ̄ilm . (131)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íà ãèïåðïîâåðõíîñòè n = const êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè, â êîòîðûå âõîäèò èíäåêñ n, ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèé x̃i = x̃i(x). Ââåäåì îïðåäåëåíèå:

Kij = −1

2
γij, n . (132)

Òåíçîð Kij íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì âíåøíåé êðèâèçíû, îí îïðåäåëÿåò, êà-
êèì îáðàçîì ãèïåðïîâåðõíîñòü âëîæåíà â îáúåìëþùåå (n + 1)-ìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå. Â êà÷åñòâå íàãëÿäíîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì áîêîâûå ïîâåðõ-
íîñòè öèëèíäðà è êîíóñà (áåç âåðøèíû), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè 2-
ìåðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, íî ïî-ðàçíîìó âëîæåíû â 3-ìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî: 2-ìåðíûé òåíçîð êðèâèçíû ðàâåí íóëþ, à âîò âíåøíÿÿ êðèâèçíà
ó íèõ ðàçíàÿ è, åñòåñòâåííî, íåíóëåâàÿ. Â òåðìèíàõ âíåøíåé êðèâèçíû
Γnik = εKik , Γinl = −Ki

k (èíäåêñû ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà γik (γ

ik)). Òåïåðü íåñëîæíî âûïèñàòü (n+ 1)-
ðàñùåïëåíèå òåíçîðà Ðè÷÷è:

Rnn = K|n +Kj
iK

i
j ;

Rni = −Kj
i| j +K| i ;

Rik = R̄ik + εKik, n − εKikK + εKilK
l
k . (133)
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Âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ìåòðèêå
γik, à K = K l

l - ñëåä òåíçîðà âíåøíåé êðèâèçíû. Äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà
ïîëó÷àåì:

Gn
n =

ε

2
K2 ;

Gn
i = −ε (K l

i| l −K| i) ;

Gk
i = G̃k

i + ε

(
Kk
i, n +K l

i K
k
l −KKk

i − δkl
(
K, n +Kj

l K
l
j −

1

2
K2

))
.(134)

Ïðèìåíèì òåïåðü ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ê íàøåé êîñìîëîãè÷åñêîé
ìåòðèêå:

ds2 = a2(η) (dη2 − dl2) ; ω = ln a(η) ;

ds̃2 = dη2 − dl2 ; dl2 =
dr2

1− k r2
+ r2 (dθ2 + sin2 θ dϕ2) . (135)

Â ðåçóëüòàòå êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì (d = 4):

ωµ = ω̇ δ0
µ , ω|µν = ω̈ δ0

µ δ
0
ν ;

G00 = G̃00 + 3 ω̇2 ,

G0i = G̃0i ,

Gik = G̃ik + 2 γik

(
ω̈ +

1

2
ω̇2

)
. (136)

Ðàñùåïëåíèå (3 + 1) ïðè ε = +1 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

Kij = −∂γij
∂η
≡ 0 ;

G̃00 = −ε
2

(3)R̄ ; G̃0i = 0 ;

G̃ik = Ḡik, i, k = 1, 2, 3. (137)

Âû÷èñëåíèå òåíçîðà Ðè÷÷è è òåíçîðà Ýéíøòåéíà óæå äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòû, è, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äëÿ îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî òðåõ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,

(3)R̄ = −6 k , Ḡ1
1 = Ḡ2

2 = Ḡ3
3 . (138)

49



è

G0
0 =

3

a2

(
a2
η

a2
+ k

)
,

G1
1 = G2

2 = G3
3 =

1

a2

(
2aηη
a
−
a2
η

a2
+ k

)
. (139)

Îêîí÷àòåëüíî, êîñìîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà èìåþò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

a2
η

a2
+ k =

8 π G

3
ε ,

1

a2

(
2aηη
a
−
a2
η

a2
+ k

)
= −8 π Gp . (140)

Ïðè÷èííàÿ ñòðóêòóðà êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ìû
çíàåì, ÷åðåäîâàíèåì çíàêîâ èíâàðèàíòà ∆ = gik R, iR, k. Ó íàñ R = a(η) r.
Èìååì:

∆ = r2

(
a2
η

a2
+ k

)
− 1

=
8 π G

3
ε a2 r2 − 1 =

8π G

3
εR2 − 1 . (141)

Â êîíöå ãëàâû ïîêàæåì, êàê ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ãåîìåòðèþ
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà êàê ãåîìåòðèþ íà ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ, âëîæåííîé â ïëîñêîå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîëîæèâ â
óðàâíåíèè (114) t = const è θ = π

2
(ýêâàòîðèàëüíàÿ ïëîñêîñòü), èìååì

(q = R = r)
dl2 = B dr2 + r2 dϕ2 . (142)

Ïóñòü z(r) - ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå ((z, r, ϕ) -
ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû):

dl2 = dz2 + dr2 + r2 dϕ2 = (z = z(r)) = (z′2 + 1) dr2 + r2 dϕ2 , (143)

îòñþäà ïîëó÷àåì ñðàçó æå:

z′ = ±
√
B(r)− 1 ,

z(r) = ±
∫ √

B(r)− 1 dr . (144)

Óæå ñêîðî ìû óáåäèìñÿ â ïîëåçíîñòè ýòîãî íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

50



8 Ìèð Ýéíøòåéíà.

Ýòà êîðîòåíüêàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïåðâîé ðåëÿòèâèñòñêîé êîñìîëîãè-
÷åñêîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé Ýéíøòåéíîì. Îí ïðåäïîëîæèë, åñòåñòâåí-
íî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îäíîðîäíî è èçîòðîïíî, à óðàâíåíèå ñîñòî-
ÿíèÿ âåùåñòâà - ïûëü, òî åñòü, äàâëåíèå ðàâíî íóëþ (îí äåéñòâèòåëü-
íî íè÷òîæíî ìàëî â ñîâðåìåííóþ ýïîõó). Ïîýòîìó îò òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà îñòàåòñÿ íåíóëåâîé òîëüêî êîìïîíåíòà T 0

0 = ε = ρ c2 (= ρ â
íàøèõ åäèíèöàõ), ãäå ε - ïëîòíîñòü ýíåðãèè (ρ - ïëîòíîñòü ìàññû). Ïîä-
ñòàâëÿÿ ýòî â êîñìîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, èìååì:

1

a2

(
a2
eta

a2
+ k

)
=

8 π G

3
ε

1

a2

(
2 aηη
a
−
a2
η

a2
+ k

)
= 0 . (145)

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (145) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà -
äâà óðàâíåíèÿ äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî. Áî-
ëåå òîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî ïðîèçâîäíîé è òàêèì ñïîñîáîì ñâåñòè âñå ê êâàäðàòóðàì. Êàçàëîñü
áû, âñå î÷åíü ïðîñòî - èíòåãðèðóé! Íî Ýéíøòåéí áûë ïåðâûì, êòî ïîñòà-
âèë êîñìîëîãè÷åñêóþ ïðîáëåìó â ðåëÿòèâèñòñêîé ãðàâèòàöèè. Ìåòðèêà
Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà åùå íå áûëà èçâåñòíà. È, âìåñòî "àêñèîìàòè÷åñêî-
ãî"è ÿâíîãî òðåáîâàíèÿ îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïèè Ýéíøòåéí ïîòðåáîâàë
ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ. Íàä íèì åùå äîâëåëà íüþòîíèàíñêàÿ êàðòèíà
ìèðà, è, âäîáàâîê, îí íàëîæèë óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè âñåëåííîé. Íî
âñå ýòî âìåñòå ïðèâåëî ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ â (145)
aη = aηη = 0, ïîëó÷àåì:

k

a2
0

=
8π G

3
ε = const

k

a2
0

= 0 . (146)

Ïîñêîëüêó óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè Ýéíøòåéí ñ÷èòàë íåçûáëåìûì, îí
ñäåëàë åäèíñòâåííî âîçìîæíîå â òàêîé ñèòóàöèè - èçìåíèë ñâîè ãðà-
âèòàöèîííûå óðàâíåíèÿ. Ìû óæå óïîìèíàëè î òîì, ÷òî ê óðàâíåíèÿì
Ýéíøòåéíà ìîæíî äîáàâèò ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ìåòðè÷åñêîìó
òåíçîðó, áåç âðåäà äëÿ óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè. Ýéíøòåéí è äîáàâèë ê
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ëåâîé ÷àñòè ÷ëåí (−Λ gµν), êîòîðûé â äàëüíåéøåì ïîëó÷èë íàçâàíèå Λ-
÷ëåíà, èëè êîñìîëîãè÷åñêîãî ÷ëåíà. Â ïðèíöèïå íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå R → R − 2 Λ. Èòàê, ïåðåíîñÿ Λ-÷ëåí â ïðàâóþ
÷àñòü, ìû èìååì, âìåñòî (146),

k

a2
0

=
8 π G

3
ε+

Λ

3

k

a2
0

= Λ , (147)

îòêóäà

Λ =
4π G

3
ε . (148)

Ïîñêîëüêó äëÿ "îáû÷íîé"ìàòåðèè ε > 0, òî, ðàçóìååòñÿ, Λ > 0 è k = +1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìèð Ýéíøòåéíà - ýòî ñòàöèîíàðíàÿ òðåõìåðíàÿ ñôåðà

ðàäèóñà a0 =
√

3
4πGε

Ïîñêîëüêó, ïî Ýéíøòåéíó, íàøà Âñåëåííàÿ êîíå÷-

íà, îáû÷íûå âîçðàæåíèÿ (ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè) ïðîòèâ
ââåäåíèÿ Λ-÷ëåíà òåðÿþò ñâîþ ñèëó, âñå äåëî òîëüêî â òîì, íàñêîëüêî îí
ìàë, ÷òîáû â ïðåäåëàõ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû áûëè ñïðàâåäëèâû ñòàíäàðò-
íûå ãðàâèòàöèîííûå óðàâíåíèÿ. Òåïåðü-òî ìû çíàåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå
(148) â ðåàëüíîé Âñåëåííîé â ñîâðåìåííóþ ýïîõó íå âûïîëíÿåòñÿ, íå
ãîâîðÿ óæå î òðåáîâàíèè ñòàöèîíàðíîñòè, íî â òå âðåìåíà ýòî íå áûëî
èçâåñòíî.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê âûãëÿäèò â íàøåì ñëó÷àå ãåîìåòðèÿ íà ïî-
âåðõíîñòè âðàùåíèÿ, âëîæåííîé â òðåõìåðíîå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî. Èìå-
åì (ñì. óð. (143) è (144), R = a0 r):

dl2 = (z′ 2 + 1) dr2 +R2 dϕ2 = a2
0

dr2

1− r2
+ a2

0 r
2 dϕ2 ;

z = ±
∫ √

ΛRdR√
1− ΛR2

= ± 1√
Λ

√
1− ΛR2 ,

z2 +R2 =
1

Λ
= a2

0 . (149)

Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, îêàçàëàñü äâóìåðíîé
ñôåðîé.
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Äîëãîå âðåìÿ Λ-÷ëåí ñ÷èòàëñÿ ÷åì-òî ëèøíèì â îáùåé òåîðèè îò-
íîñèòåëüíîñòè è êîñìîëîãèè - òàê, äîñóæàÿ âûäóìêà ãåíèàëüíîãî ôè-
çèêà. Íè íàáëþäåíèÿ, íè îáùèé õîä ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé êîñìîëî-
ãèè íèêàê íå ïîäòâåðæäàëè åãî íàëè÷èÿ â ïðèðîäå. È òîëüêî â 70-å
ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ñ ðàçâèòèåì êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé ïîëÿ ñî
ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñèììåòðèè è îñîáåííî ïîñëå ðàáîò ëåíèíãðàä-
ñêîãî ó÷åíîãî Ý.Á.Ãëèíåðà ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî Λ-÷ëåí åñòü íå ÷òî èíîå
êàê òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âàêóóìà ñ íåíóëåâîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìàòðèâàòü Λ-÷ëåí êàê èäåàëüíóþ æèäêîñòü,
Tµν = (ε0 + p0)uµ uν − p0 gµν , òî åãî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ âûãëÿäèò êàê
ε0 + p0 = 0 (åñëè ε0 > 0, òî äàâëåíèå îòðèöàòåëüíî, p0 < 0, è íàîáîðîò)
è Tµν = −p0 gµν = ε0 gµν . Ìû âèäèì, ÷òî âñÿêèé ñëåä ÷åòûðåõ-ñêîðîñòè
èñ÷åçàåò, òî åñòü, îáû÷íàÿ ìàòåðèÿ äâèæåòñÿ ñêâîçü òàêóþ èäåàëüíóþ
æèäêîñòü, íèêàê íà íåå íå âëèÿÿ. Íî òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàë ïðå-
ñëîâóòûé ýôèð, ââåäåííûé â ôèçèêó äëÿ ïîíèìàíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âîëí, è "âûâåäåííûé"èç íåå ëèøü ñ ïîÿâëåíèåì ñïåöèàëüíîé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè!

À êàê îáñòîèò äåëî ñ ïàðàäîêñîì Îëüáåðñà? Íà ïåðâûé âçãëÿä, êîíå÷-
íûå ðàçìåðû ìèðà Ýéíøòåéíà ñíèìàþò âñå ïðîòèâîðå÷èÿ. Íî âñå íå òàê
ïðîñòî: äåëî ïîðòèò ñòàöèîíàðíîñòü. Ñâåò îò êàæäîé çâåçäû, íàïðàâëåí-
íûé â ñòîðîíó îò Çåìëè, íå óõîäèò òåïåðü íà áåñêîíå÷íîñòü, à, îãèáàÿ âñþ
Âñåëåííóþ, ñîçäàåò íîâûå è íîâûå èçîáðàæåíèÿ. È åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî çâåçäû ñâåòÿò âå÷íî, êàê è â êëàññè÷åñêîì ïàðàäîêñå Îëüáåðñà, òî
íå ñïàñàåò íè åñòåñòâåííîå (çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ òåëåñíîãî óãëà) îñëàáëå-
íèå ÿðêîñòè èçîáðàæåíèé çâåçäû, íè ãðàâèòàöèîííîå êðàñíîå ñìåùåíèå.
Ñòàðåíèå è óìèðàíèå çâåçä ëèøü äåëàåò ñâå÷åíèå íî÷íîãî íåáà èç áåñ-
êîíå÷íîãî êîíå÷íûì. ×òî æå äåëàòü? Îòâåò - îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ
ñòàöèîíàðíîñòè êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îá ýòîì - ñëåäóþùàÿ ãëàâà.

9 Êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü Ôðèäìàíà.

Èòàê, áîðÿñü çà òåìíîå íåáî íàä ãîëîâîé, ìû áûëè âûíóæäåíû îò-
êàçàòüñÿ îò ñòàöèîíàðíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè Ýéíøòåéíà. ×òî æå
íàì äàåò íåñòàöèîíàðíîñòü?

Âåðíåìñÿ ê êîñìîëîãè÷åñêîìó âðåìåíè è çàïèøåì ìåòðèêó â âèäå

ds2 = dt2 − a2(t) (dχ2 + f 2(χ) dσ2) , (150)
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ãäå f(χ) = sinχ, sinh(χ) è χ äëÿ çàêðûòîé (k = +1), îòêðûòîé (k = −1) è
ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêîé (k = 0) ìîäåëåé, ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ïîëîæèëè
çäåñü Λ-÷ëåí ðàâíûì íóëþ ðàäè ïðîñòîòû, íàãëÿäíîñòè è èñòîðè÷åñêîé
ïðàâäû. Êîñìîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà òåïåðü - ýòî

ȧ2 + k

a2
=

8 π G

3
ε

1

a2
(2 aä+ ȧ2 + k) = −8 π Gp , (151)

ãäå ε - ïëîòíîñòü ýíåðãèè, à p äàâëåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ìû èìååì
äâà óðàâíåíèÿ äëÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ, a(T ), ε(t) è p(t). Òðåòüèì óðàâ-
íåíèåì íàì ïîñëóæèò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âåùåñòâà
ε = ε(p). Äëÿ ïîñëåäóþùåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïðî-
ñòåéøåãî âèäà

p = α ε , α = const . (152)

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè ðàâåí T νµ = (ε+ p)uµ u
ν −

p δνµ, ãäå u
µ = ÷åòûðåõ-ñêîðîñòü âåùåñòâà, δνµ - ñèìâîë Êðîíåêåðà (åäè-

íè÷íûé òåíçîð), à óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè T νµ; ν = 0 ìû ïåðåïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T νµ; ν = 0 = ((ε+ p)uν); ν uµ + (ε+ p)uν uµ; ν − p, µ . (153)

Ïîñêîëüêó Aν; ν = 1√
−g (Aν

√
−g), ν , à uν ;µ u

µ = 0 âñëåäñòâèå íîðìèðîâêè,
èìååì:

1√
−g

((ε+ p)uν
√
−g), ν + (ε+ p)uν (uµ, ν − uν, µ)− p, µ = 0 . (154)

Òàêîé âèä çàïèñè óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè íå ñîäåðæèò êîâàðèàíòíûõ
ïðîèçâîäíûõ è ïîòîìó î÷åíü óäîáåí ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ.
Âñïîìíèì òåïåðü î êîñìîëîãè÷åñêîé ìåòðèêå:

√
−g = a3(t) f 2(χ) sin θ, χ

- ñîïóòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà, ïîýòîìó uν = δν0 , uµ = δ0
µ, ε = ε(t), p = p(t).

Èìååì:
((ε+ p) a3)·

a3
− ṗ = ε̇+ 3 (ε+ p)

ȧ

a
= 0 . (155)

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå èç óðàâíåíèé (153) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûì ñëåäñòâèåì ïåðâîãî è óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (155). Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ íàøåãî ñïåöèôè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,

1

1 + α

ε̇

ε
= −3

ȧ

a
; ε =

C

a3(1+α)
, C = const. (156)
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Êñòàòè, óðàâíåíèå (155) ìîæíî âûâåñòè è èç ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíà-
ìèêè:

dE = T dS − p dV + µ dN . (157)

Èäåàëüíàÿ æèäêîñòü ïîäðàçóìåâàåò èçýíòðîïè÷íîñòü (dS = 0 - îòñóò-
ñòâèå íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ) è ñîõðàíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö (dN = 0). Ïå-
ðåõîäÿ ê ïëîòíîñòè ýíåðãèè (îáúåì ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì
V ∼ a3 ∆χ), ïîëó÷àåì:

ε =
E

V
, dE = V dε+ ε dV ,

dε = −(ε+ p)
dV

V
;

dε

ε+ p
= −3

da

a
. (158)

Äðóãèì ñëåäñòâèå íåñòàöèîíàðíîñòè ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûé çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé. Â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè ðàññòîÿíèå
äî òî÷êè ñ ñîïóòñòâóþùåé êîîðäèíàòîé χ0 ðàâíî l = a(t0)χ0. Ñêîðîñòü
æå ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ ðàâíà V (t0) = l̇(t0)χ0. Â ìî-
ìåíò âðåìåíè t0 + ∆t èìååì:

l(t0 + ∆t) = a(t0 + ∆t)χ0

= a(t0)χ0 + V0 ∆t = l0 + V0 ∆t , (159)

îòêóäà

V0 = ȧ χ0 =
ȧ

a
(t0) l0 = H(t0) l0 . (160)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè "êîíñòàíòà"ðàâíà

Hnow = 55
km · s−1

Mps
= (1, 7 · 1028cm)−1 = (18 · 109y)−1 . (161)

Îíà íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Õàááëà â ÷åñòè àìåðèêàíñêîãî àñòðîíîìà,
êîòîðûé â 1929 ãîäó äîêàçàë íàáëþäåíèÿìè ðàçáåãàíèå ãàëàêòèê è âïåð-
âûå (ïðàâäà, íåòî÷íî) èçìåðèë âåëè÷èíó H.

Íî åùå ðàíüøå, â 1922 ãîäó, çàìå÷àòåëüíûé ïèòåðñêèé ìàòåìàòèê
Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ Ôðèäìàí ðåøèë êîñìîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
Ýéíøòåéíà (151) äëÿ ïûëè, p = 0 (α = 0). Îôèöèàëüíî Ôðèäìàí çàíè-
ìàëñÿ ìåòåîðîëîãèåé, à êîñìîëîãèåé - äëÿ äóøè, â ñâîáîäíîå îò ðàáîòû
âðåìÿ. Ê ñîæàëåíèþ, è 1924 ã. åãî æèçíü îáîðâàëàñü (òèô).
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2a0

a

tΠ 2Π0

Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü a(t)

9.1 Çàêðûòàÿ ìîäåëü, k = +1.

Ïîñêîëüêó äëÿ ïûëè α = 0, òî èç óðàâíåíèÿ (156) ñëåäóåò ε = C1

a3
, è

ìû îñòàåìñÿ ñ îäíèì óðàâíåíèåì äëÿ a(t) (a(η)):

ȧ2 + 1 =
8π G

3

C1

a
;

ȧ = ±
√

8 π G

3

C1

a
− 1 . (162)

Ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåëüçÿ âûðàçèòü â ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèÿõ, íî åñëè èñïîëüçîâàòü êîíôîðìíîå âðåìÿ (dt

a
= dη), òî

âñå âûãëÿäèò âåñüìà ýëåãàíòíî:

aη = ±
√
a

√
8 π G

3
C1 − a

a = a0 (1− cos η) , a0 =
4 π G

3
C1 ,

t = a0 (η − sin η) , (163)

ò.å., ìû èìååì ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, à êîíôîðìíîå âðåìÿ
èçìåðÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ η ≤ 2 π. Ãðàôè÷åñêè ýòî âûãëÿäèò òàê, êàê
ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1.

Âèäíî, ÷òî çàêðûòàÿ âñåëåííàÿ âíà÷àëå ðàñøèðÿåòñÿ îò íóëåâîãî îáú-
åìà äî ìàêñèìàëüíîãî (ïðè a = 2 a0), à çàòåì ñæèìàåòñÿ îïÿòü äî íó-
ëåâîãî îáúåìà. Ïðè a = 0 ïëîòíîñòü ýíåðãèè è âñå èíâàðèàíòû òåíçîðà
êðèâèçíû ñòàíîâÿòñÿ áåñêîíå÷íûìè - ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì èñ-
òèííûå, à íå êîîðäèíàòíûå, ñèíãóëÿðíîñòè. Îáúåì çàêðûòîé âñåëåííîé
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âñåãäà êîíå÷åí, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèäàòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîñòîÿííîé
C1 = ε a3. Äåéñòâèòåëüíî, îáúåì òðåõìåðíîé ñôåðû ðàâåí V = 2 π2 a3,
à ε V = M - ãîëàÿ ìàññà âñåëåííîé (ïîëíàÿ ìàññà çàìêíóòîãî ìèðà ñ
ó÷åòîì ãðàâèòàöèîííîãî äåôåêòû ìàññû ðàâíà, ðàçóìååòñÿ, íóëþ). Ïî-
ýòîìó, M = 2 π2C1. Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ η � 1 (èëè
âáëèçè 2 π) ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè óíèâåðñàëüíî (íå çàâèñèò îò
åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà a0). Äåéñòâèòåëüíî,

η � 1 ,

a ' a0 η
3

2
, t ' a0 η

3

6
, a ' (

9 a0

2
)1/3 t1/3 ,

ε ' 1

6π G t2
. (164)

Ïðè÷èííàÿ ñòðóêòóðà êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðå-
äîâàíèåì çíàêîâ èíâàðèàíòà ∆ = γµν R,µR,ν . Ó íàñ R = a(η) r, g00 =
1/a2(η) , g11 = −(1− r2)/a2(η), ïîýòîìó

∆ =
a2
η

a2
r2 − (1− r2) =

a2
η

a2
sin2 χ− cos2 χ

=
sin2 η

(1− cos η)2
sin2 χ− cos2 χ = sin2 χ (cot2 η

2
− cot2 χ) . (165)

ßñíî, ÷òî ïðè η � 1 è (2π − η)� 1 ìû èìååì T±-îáëàñòè, à â ñåðåäèíå
- R±-îáëàñòè. Ãðàíèöà ìåæäó íèìè ïðîõîäèò ïî ãîðèçîíòó âèäèìîñòè
∆ = 0, îïðåäåëÿåìîìó â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèåì cot η

2
± cotχ = 0 ñ

ðåøåíèåì (ñ ó÷åòîì ïðåäåëîâ äëÿ η è χ)

η = 2χ , η = 2 (π − χ) . (166)

Âèäíî, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòè ïðè η = 0 , 2 π íàõîäÿòñÿ â T -îáëàñòÿõ, ïî-
ýòîìó çàìêíóòàÿ âñåëåííàÿ ñæèìàåòñÿ íå â òî÷êó (êàê ìîæíî áûëî áû
ïðåäïîëîæèòü), à â áåñêîíå÷íî òîíêèé öèëèíäð (0 ≤ χ ≤ π).

Äëÿ âèçóàëèçàöèè ïðè÷èííîé ñòðóêòóðû êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé (è
âîîáùå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ìíîãîîá-
ðàçèé) óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîíôîðìíûå äèàãðàììû Êàðòåðà-Ïåíðîóçà.
Â òàêîì ïîäõîäå ê èññëåäîâàíèþ ãåîìåòðèè áåñêîíå÷íûå òî÷êè ïåðåâî-
äÿòñÿ êîíôîðìíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà,
à êàæäàÿ òî÷êà íà ïëîñêîé äèàãðàììå åñòü ñôåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðà-
äèóñà. Â íàøåì ñëó÷àå âñå î÷åíü ïðîñòî, è äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà
êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2
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Ðèñ. 2: Äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà äëÿ çàêðûòîé ìîäåëè.

Íà ýòîé äèàãðàììå æèðíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ïðîñòðàíñòâåííî-
ïîäîáíûå ñèíãóëÿðíîñòè R = 0 (η = 0, 2 π), âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè
- âðåìåíè-ïîäîáíûå ëèíèè R = 0 ïðè χ = 0 è àíòèïîä ïðè χ = π,
à äèàãîíàëè ïîêàçûâàþò ãîðèçîíòû âèäèìîñòè. Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè
ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíû ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà R = const.

9.2 Îòêðûòàÿ ìîäåëü, k = −1.

Â ñëó÷àå îòêðûòîé ìîäåëè âñå î÷åíü ïîõîæå. Íóæíî ëèøü ïîìåíÿòü
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïîìåíÿòü çíàêè:

a = a0 (cosh(η0 − η)− 1) , R = a(η) coshχ ,

t0 ± t = a0 (sinh(η0 − η) + η) , a0 =
4π G

3
C1 . (167)

58



T
+

R
+

J+

R=0

i
+

R=0 i
-

Ðèñ. 3: Äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà äëÿ îòêðûòîé ìîäåëè.

Òåïåðü âñåëåííàÿ èëè áåñêîíå÷íî ðàñøèðÿåòñÿ îò a = 0 äî áåñêîíå÷íî-
ñòè, èëè ñæèìàåòñÿ. Çíàê "ïëþñ"â (167) îòíîñèòñÿ ê ðàñøèðåíèþ (óäîáíî
ïîëîæèòü t0 = 0), à çíàê "ìèíóñ"äëÿ ñæàòèÿ, ïðè ýòîì t0, η0 îïðåäåëÿ-
þò âðåìÿ ñæàòèÿ â ñèíãóëÿðíîñòü, à òî÷êà η = 0 - íà÷àëî íàáëþäåíèÿ.
Âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè ñíîâà ïîëó÷àåì óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå ïëîò-
íîñòü ýíåðãèè

ε =
1

6 π G t2
. (168)

Ïðè÷èííàÿ ñòðóêòóðà, îïÿòü æå, îïðåäåëÿåòñÿ çíàêàìè ∆, à ãîðèçîíò
(∆ = 0) - óðàâíåíèÿìè

coth
η

2
= ± tanhχ ,

η0 ± η = 2χ . (169)

Äëÿ ðàñøèðÿþùåéñÿ âñåëåííîé äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà èçîáðàæå-
íà íà Ðèñ. 3.

Çäåñü æèðíàÿ ëèíèÿ - ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü R =
0 (η = 0), âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ - âðåìåíè-ïîäîáíàÿ ëèíèÿ R = 0 (χ = 0),
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íàêëîííàÿ ëèíèÿ η = 2χ - ãîðèçîíò ñîáûòèé, i± - âðåìåííûå áåñêîíå÷íî-
ñòè áóäóùåãî (+) è ïðîøëîãî (-), à ñâåòîâàÿ ëèíèÿ, èõ ñîåäèíÿþùàÿ (ïîä
óãëîì −45◦) - ñâåòîâàÿ áåñêîíå÷íîñòü (ïðè η → ∞ îòêðûòàÿ âñåëåííàÿ
ïîõîæà íà ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñâåòîâîé
áåñêîíå÷íîñòè â êîòîðîì áûëî ïîäðîáíî îáîñíîâàíî â ïðåäûäóùåì öèê-
ëå ëåêöèé î ÷åðíûõ äûðàõ). ×òîáû ïîëó÷èòü êîíôîðìíóþ äèàãðàììó
äëÿ ðåæèìà ñæàòèÿ, äîñòàòî÷íî äèàãðàììó äëÿ ðàñøèðåíèÿ ïåðåâåð-
íóòü ââåðõ íîãàìè.

9.3 Ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêàÿ ìîäåëü, k = 0.

Çäåñü åùå ïðîùå:

a =
1

2
a0 η

2 , a0 =
4π G

3
C1 ,

t =
a0

6
η3 . (170)

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ a(t) óíèâåðñàëüíóþ (à òåïåðü
è òî÷íóþ) çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ýíåðãèè îò âðåìåíè:

a = (18 a0)1/3 t2/3 ,

ε =
1

6π G t2
. (171)

èíâàðèàíò δ ðàâåí:

∆ =
4χ2

η2
− 1 , (172)

è ãîðèçîíò âèäèìîñòè - ýòî ïðÿìàÿ η = 1
2
χ äëÿ ðàñøèðÿþùåéñÿ âñåëåí-

íîé , à äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ êîíôîðì-
íîé äèàãðàììîé äëÿ îòêðûòîé âñåëåííîé. Ïîâòîðÿòü êàðòèíêó ïîýòîìó
íå áóäåì.

À êàê íàñ÷åò ïàðàäîêñà Îëüáåðñà? Î÷åâèäíî, ÷òî íåáî íî÷üþ òåìíîå
â çàêðûòîé ìîäåëè: âñåëåííàÿ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå âðåìÿ è èìååò êî-
íå÷íûé îáúåì. Â ñëó÷àÿõ k = −1 è k = 0 êîëè÷åñòâî çâåçä áåñêîíå÷íî,
íî ñïàñàåò â ñîâîêóïíîñòè êîíå÷íîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âñåëåííîé è åå
ðàñøèðåíèå (êðàñíîå ñìåùåíèå). Íàêîíåö-òî!

Åñòü èíòåðåñíåéøåå ñîâïàäåíèå, êîòîðîå íåîáõîäèìî îòìåòèòü è, çà-
îäíî, ïîíÿòü. Ïîñëå âòîðîé ìèðîâîé âîéíû àíãëèéñêèå ó÷åíûå Ìèëí è
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ÌàêÊðè (Milne,McCrea) ïîëó÷èëè ðåøåíèå â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåí-
íûõ äëÿ øàðîâîãî îäíîðîäíîãî ñêîïëåíèÿ ïûëè â íüþòîíîâñêîé òåîðèè
ãðàâèòàöèè. È ýòî ðåøåíèå ïîëíîñòüþ ñîâïàëà ñ ðåøåíèåì Ôðèäìàíà!
Ñëó÷àéíî? - Íåò! Â ðåøåíèè Ôðèäìàíà èñïîëüçóþòñÿ ñîïóòñòâóþùèå
êîîðäèíàòû, à â ìàëîì òåîðèÿ Ýéíøòåéíà ïåðåõîäèò, êàê ìû âèäåëè, â
òåîðèþ Íüþòîíà. Â óðàâíåíèè Ïóàññîíà èñòî÷íèêîì ïðèòÿæåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîòíîñòü ìàññû (ýíåðãèè), â òåîðèè Ôðèäìàíà - òîæå, âåäü äàâëå-
íèå ðàâíî íóëþ.

Â êîíöå ãëàâû - äâà èíòåðåñíûõ ýïèçîäà, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ èìåíåì
Ôðèäìàíà. Ïåðâûé ïðîèçîøåë ïî÷òè ñðàçó ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ðåøå-
íèé óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ íåñòàöèîíàðíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè.
Ýéíøòåéí ïðî÷èòàë ñòàòüþ (ýòî áûëî ëåãêî ñäåëàòü, ïîòîìó ÷òî òîãäà
ñîâåòñêèå æóðíàëû ïå÷àòàëèñü íà íåìåöêîì ÿçûêå è ðàñïðîñòðàíÿëèñü
ïî îñíîâíûì íàó÷íûì áèáëèîòåêàì) è, áóäó÷è ñàì àâòîðîì ñòàöèîíàð-
íîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, âîçìóòèëñÿ è òîò÷àñ æå íàïèñàë ïèñüìî â
èçâåñòíûé íåìåöêèé ôèçè÷åñêèé æóðíàë ïðèìåðíî òàêîãî ñîäåðæàíèÿ:
ÿ íå ïðîâåðÿë ôîðìóëû, íî óâåðåí, ÷òî Ôðèäìàí íå ïðàâ, è ñòàöèîíàðíîé
âñåëåííîé áûòü íå ìîæåò, ïîòîìó ÷òî ýòîãî íå ìîæåò áûòü íèêîãäà. Íî
âñêîðå Ýéíøòåéíà íàâåñòèë íàõîäÿùèéñÿ â êîìàíäèðîâêå â Ãåðìàíèè
ñîâåòñêèé ôèçèê (êàæåòñÿ, ýòî áûë Êàòêîâ, êðèñòàëëîãðàô), êîòîðûé
ðàçúÿñíèë âñå ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèé Ôðèäìàíà, è Ýéíøòåéí, ïðè-
çíàâ, ÷òî áûë íåïðàâ, ñðàçó íàïèñàë è îòïðàâèë â òîò æå æóðíàë îïðî-
âåðæåíèå íà ñàìîãî ñåáÿ. Âòîðîé ýïèçîä îòíîñèòñÿ ê 1988 ãîäó - ýòî ãîä
ñòîëåòèÿ Ôðèäìàíà. Ìû, â ñâÿçè ñ ýòèì ñîáûòèåì, ñîâìåñòíî ñ ïè òåð-
ñêèìè ôèçèêàìè, îðãàíèçîâàëè êðóïíóþ ìåæäóíàðîäíóþ êîíôåðåíöèþ.
Ïèòåðöû ðåøèëè, âî ÷òî áû òî íè ñòàëî, ðàçûñêàòü ìîãèëó Ôðèäìà-
íà. Èçâåñòíî áûëî, ÷òî îí ïîõîðîíåí íà Ñìîëåíñêîì êëàäáèùå, è îäèí
èç èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ âñïîìèíàë ïîòîì, ÷òî âî âðåìÿ òðàóðíîé öå-
ðåìîíèè îí ñòîÿë íà ãðàíèòíîì ïàðàïåòå ìîãèëû Ëåîíàðäà Ýéëåðà. Íî
ïîòîì áûëà âîéíà, áëîêàäà, ÷àñòü êëàäáèùà áûëà ðàçðóøåíà, à ïðàõ Ýé-
ëåðà ïåðåíåñåí â Ïàíòåîí, Ñëåäû òåðÿëèñü. Íî êîãäà ôèçèêè îáðàòèëèñü
çà ïîìîùüþ ê êëàäáèùåíñêîìó ñìîòðèòåëþ, îêàçàâøèìñÿ íåäîó÷èâøèì-
ñÿ ñòóäåíòîì Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà (÷òî âåñüìà õàðàêòåðíî äëÿ
Ïèòåðà), òî âîñêëèêíóë ýòî êàêîé æå Ôðèäìàí?, êîòîðûé ðåøèë êîñìî-
ëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà áåç Λ-÷ëåíà? Òàê ÿ íàøåë åå è ñîäåðæó
â ïîðÿäêå. Óäèâèòåëüíî!
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10 Âñåëåííàÿ, çàïîëíåííàÿ èçëó÷åíèåì.

"Ôèçèêà - íàóêà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ëþáèë ïîâòîðÿòü äåêàí ôèçôà-
êà Ôóðñîâ â áûòíîñòü ìîþ ñòóäåíòîì. Â îòíîøåíèè êîñìîëîãèè - íàóêà
íàáëþäàòåëüíàÿ. Â íàøå âðåìÿ äëÿ íàáëþäåíèé ýòèõ çàïóñêàþòñÿ ñïóò-
íèêè (ÿð÷àéøèé ïðèìåð - ðåíòãåíîâñêèé òåëåñêîï "Õàááë"), ðàêåòû â
âåðõíèå ñëîè àòìîñôåðû, øàðû-çîíäû, ñîçäàþòñÿ õèòðîóìíåéøèå âû-
ñîêîòåõíîëîãè÷íûå ïðèáîðû, èçîáðåòàþòñÿ âñå íîâûå è íîâûå ìåòîäû
îáðàáîòêè ÷ðåçâû÷àéíî ñëàáûõ ñèãíàëîâ. È õîòÿ íàøè ëåêöèè ïîñâÿ-
ùåíû ìàòåìàòè÷åñêèì îñíîâàì ýòîé íàóêè, ïîëåò ôàíòàçèè ïðèõîäèòñÿ
ñäåðæèâàòü, ÷òîáû íå ïðîòèâîðå÷èòü íàáëþäàåìûì ôàêòàì. (Ìû áóäåì
ïèñàòü ñëîâî "âñåëåííàÿ åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü
è "Âñåëåííàÿ"ñ çàãëàâíîé áóêâû, åñëè ðå÷ü èäåò î íàøåé ðîäíîé Âñå-
ëåííîé, â êîòîðîé ìû âñå è æèâåì.)

Ñ òàêîé òî÷êè çðåíèÿ: íàñêîëüêî îáúåêòèâíî ìîäåëè Ôðèäìàíà îïè-
ñûâàþò íàøó Âñåëåííóþ(?) Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëîæåíèå îá îäíîðîäíîñòè
è èçîòðîïèè. Òóò âñå çàâèñèò îò ìàñøòàáà. Ðàçóìååòñÿ, â ìàñøòàáàõ Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû îá ýòîì è ãîâîðèòü íå ïðèõîäèòñÿ. Íî åñëè â êà÷åñòâå
"òî÷êè"êîñìîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàòü öåëóþ ãàëàêòè-
êó, òî âñå âûãëÿäèò, êàê ïîêàçàë Ý.Õàááë, î÷åíü ðàçóìíûì. Âî-âòîðûõ,
âûáîð çíàêà ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâèçíû (k = ±1, 0). Ïîêà íàáëþäà-
òåëüíûå äàííûå íå äàþò îïðåäåëåííîãî îòâåòà. Ìû çíàåì òîëüêî, ÷òî
íàøà Âñåëåííàÿ î÷åíü áîëüøàÿ è áëèçêà ê ïëîñêîé ìîäåëè. È, íàêîíåö,
ñàìîå ãëàâíîå (ïîêà!): âûáîð òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà âåùåñòâà - ïûëü.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïëîòíîñòüþ âåùåñòâà, è ïîòîìó ïûëåâàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ðåàëèñòè÷åñêîé. Íî òàê ëè ýòî áûëî âñåãäà? Åñëè ìû áóäåì âãëÿäûâàòü-
ñÿ âî âñå áîëåå îòäàëåííîå ïðîøëîå (∼ 109 ëåò íàçàä, èññëåäóþ âñå áîëåå
è áîëåå îòäàëåííûå îò êâàçàðû è ãàëàêòèêè), òî, ñëåäóÿ ïî óðàâíåíè-
ÿì Ôðèäìàíà íàçàä ïî âðåìåíè, óáåäèìñÿ, ÷òî âåùåñòâî ñòàíîâèòñÿ âñå
ïëîòíåå è ïëîòíåå, è óæå íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü äàâëåíèåì. ßñíî, ÷òî íà
ïóòè ê ôðèäìàíîâñêîé ñèíãóëÿðíîñòè ìû îáÿçàíû çàìåíèòü ïûëåâóþ
ìîäåëü íà íå÷òî áîëåå ðåàëèñòè÷åñêîå. Íî íà ÷òî?

Èñòîðè÷åñêè, ðàññìàòðèâàëèñü äâå âîçìîæíîñòè: ãîðÿ÷àÿ Âñåëåííàÿ
è õîëîäíàÿ Âñåëåííàÿ. Ïåðâûé âàðèàíò ïðîïàãàíäèðîâàë çàìå÷àòåëüíûé
ôèçèê-òåîðåòèê Ãåîðãèé (Äæîðäæ) Ãàìîâ, åãî ó íàñ íàçûâàëè "íåâîç-
âðàùåíöåì ïîòîìó ÷òî, áóäó÷è â êîìàíäèðîâêå â Ãåðìàíèè, ïîïðîñèë
ïîëèòè÷åñêîãî óáåæèùà è ïîçäíåå ïåðåáðàëñÿ â ÑØÀ (ñàìîå èíòåðåñ-
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íîå: îí ñóìåë êàêèì-òî îáðàçîì îðãàíèçîâàòü âûåçä çà ãðàíèöó è æå-
íû - òàèíñòâåííàÿ èñòîðèÿ!). Åñòåñòâåííî, â Ñîâåòñêîì Ñîþçå ñ÷èòàëîñü
(íàóêà çäåñü íè ïðè ÷åì!) - âñå, ÷òî ïðåäëàãàåòñÿ Ãàìîâûì, âðàæäåá-
íî ìàðêñèñòñêî-ëåíèíñêîé ìåòîäîëîãèè (÷òî ýòî çà ìåòîäîëîãèÿ òàêàÿ,
êîòîðàÿ âñåãî íîâîãî áîèòñÿ, ìíå íåïîíÿòíî äî ñèõ ïîð) è ïîòîìó â
êîðíå íåâåðíî. Òåîðèþ õîëîäíîé ìîäåëè ðàçâèâàë ãåíèàëüíûé òåîðåòèê-
ñàìîó÷êà ßêîâ Áîðèñîâè÷ Çåëüäîâè÷ - àêàäåìèê, òðèæäû Ãåðîé ñîöèà-
ëèñòè÷åñêîãî òðóäà, îäèí èç îñíîâíûõ ñîçäàòåëåé è àòîìíîé, è âîäîðîä-
íîé áîìáû. Çàðóáåæíûå ó÷åíûå èñêðåííå ñ÷èòàëè, ÷òî ß.Á.Çåëüäîâè÷ -
ïñåâäîíèì ãðóïïû î÷åíü ñèëüíûõ ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ, îáúåäèíèâøèõñÿ
ðàäè ñîçäàíèÿ íîâîé ãðàíäèîçíîé è ìíîãîãðàííîé íàóêè ðåëÿòèâèñòñêîé
àñòðîôèçèêè (ãîòîâàÿ àíàëîãèÿ: Áóðáàêè â ìàòåìàòèêå), è áûëè ïîðà-
æåíû, êîãäà â 1981 ã. â Ìîñêâå íà ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå "Êâàíòîâàÿ
òåîðèÿ ãðàâèòàöèè"óâèäåëè æèâîãî Çåëüäîâè÷à.

ß î÷åíü áëèçêî çíàë ßêîâà Áîðèñîâè÷à è ïîòîìó óâåðåí - îí ïðå-
êðàñíî ïîíèìàë, ÷òî ïðè î÷åíü áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ, êîãäà ÷àñòèöû óæå
ðåëÿòèâèñòñêèå (è äëÿ èõ îïèñàíèÿ ñëåäóåò ïðèìåíèòü íå íüþòîíîâ-
ñêóþ ìåõàíèêó, à ñïåöèàëüíóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè), âñòóïàþò â èã-
ðó íåóïðóãèå ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è àííèãèëÿöèè ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö,
÷òî íåâîçìîæíî áåç ó÷àñòèÿ êâàíòîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, íà÷èíàåò-
ñÿ ðîñò ýíòðîïèè, ïîÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà, áåç êîòîðîé íåìûñëèìî ñóùå-
ñòâîâàíèå ôîòîííîãî ãàçà â äèíàìè÷åñêîì (òåðìîäèíàìè÷åñêîì) ðàâíî-
âåñèè ñ âåùåñòâîì. Äóìàþ, âñåì áûëî ÿñíî, ÷òî â ðàííèé ïåðèîä ýâîëþ-
öèè íàøà Âñåëåííàÿ áûëà ãîðÿ÷åé (íà ðåëÿòèâèñòñêîé ñòàäèè), ïîòîì,
åñòåñòâåííî, îíà îñòûâàëà ïðè ðàñøèðåíèè, è âîïðîñ, â îñíîâíîì, çàêëþ-
÷àëñÿ â òîì, ìîæíî ëè áûëî ñ÷èòàòü âåùåñòâî õîëîäíûì íà ñòàäèè íóê-
ëåîñèíòåçà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îáðàçîâàëèñü àòîìû âîäîðîäà (îêîëî
80 ïðîöåíòîâ) è ãåëèÿ (îêîëî 20 ïðîöåíòîâ), ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáèëè-
ÿìè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ñåãîäíÿ (îñòàâøèåñÿ ïðîöåíòû - ýòî ëèòèé è
äðóãèå ëåãêèå ýëåìåíòû). Îêàçàëîñü, ÷òî îáå òåîðèè (è ãîðÿ÷àÿ ìîäåëü,
è õîëîäíàÿ) äàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûå è , â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ, ïðà-
âèëüíûå ðåçóëüòàòû. Íóæíî áûëî èñêàòü òàêîå ÿâëåíèå, êîòîðîå èìååò
ìåñòî áûòü â îäíîé ìîäåëè è íàïðî÷ü îòñóòñòâóåò â äðóãîé., à äàëåå âñå
ðåøèò íàáëþäåíèå (= ýêñïåðèìåíò).

È òàêîå ðàçëè÷èå áûëî îáíàðóæåíî. Â ãîðÿ÷åé ìîäåëè ýâîëþöèÿ èäåò
íåñêîëüêî èíà÷å, ÷åì â õîëîäíîé. Ñòàäèþ âñåîáùåãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ (ôîòîíîâ, íóêëîíîâ è àíòèíóêëîíîâ, ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðî-
íîâ) ñìåíÿåò äðóãàÿ ñòàäèÿ, â êîòîðîé ôîòîíû ðîæäàþòñÿ âñëåäñòâèå
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àííèãèëÿöèè âåùåñòâà è àíòèâåùåñòâà, íî ñàìè îíè óæå íå â ñîñòîÿíèè
ðîæäàòü ïàðû ÷àñòèö (ýíåðãèÿ óæå íå òà). Ïðè äàëüíåéøåì îõëàæäåíèè
ïðîèñõîäèò ðåêîìáèíàöèÿ: îáðàçóþòñÿ àòîìû (ñíà÷àëà âîäîðîäà, çàòåì
è äðóãèõ ëåãêèõ ýëåìåíòîâ, à ýíåðãèè ôîòîíîâ íå õâàòàåò äëÿ îòðû-
âà ýëåêòðîíîâ). Àòîìû æå - ñóùåñòâà íåéòðàëüíûå, ñ ôîòîíàìè îíè íå
âçàèìîäåéñòâóþò, è ïðîèñõîäèò "îòäåëåíèå ñâåòà îò òüìû ïðÿìî êàê â
Áèáëèè! Íî ýòî ñîâñåì íå çíà÷èò, ÷òî äðåâíèå ìóäðåöû îáëàäàëè îñîáû-
ìè (íûíå óòåðÿííûìè) çíàíèÿìè - ïðîñòî îíè âûâåëè ëîãè÷åñêîå óìîçà-
êëþ÷åíèå (ìóäðåöû æå!): òîëüêî ñâåò èëè òîëüêî òüìà íå íåñóò íèêàêîé
èíôîðìàöèè, à òüìà íà ôîíå ñâåòà èëè íàîáîðîò - óæå ñèãíàë. Èòàê,
ïîñëå ðåêîìáèíàöèè ñâåò è âåùåñòâî ýâîëþöèîíèðóþò ðàçäåëüíî, è ìû
èìååì êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè èäåàëüíûìè æèä-
êîñòÿìè. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ïàäàåò áûñòðåå, ÷åì ïëîòíîñòü
âåùåñòâà (òî÷íóþ ôîðìóëó ìû âûâåäåì íèæå), ïîñêîëüêó ÷àñòü ýíåðãèè
òðàòèòñÿ íà ðàáîòó ñèë äàâëåíèÿ, è ïîòîìó òåìïåðàòóðà èçëó÷åíèÿ, äî-
âîëüíî âûñîêàÿ â ìîìåíò ðåêîìáèíàöèè, ïàäàåò î÷åíü áûñòðî, è òàêæå
áûñòðî Âñåëåííàÿ ñòàíîâèòñÿ ôðèäìàíîâñêîé. Ýòî èçëó÷åíèå ïîëó÷èëî
íàçâàíèå ðåëèêòîâîãî, è Ã.Ãàìîâ ðàññ÷èòàë åãî íûíåøíþþ òåìïåðàòóðó,
ïðàâäà, îí ïîëó÷èë íåñêîëüêî çàâûøåííîå çíà÷åíèå. Ðåàëüíîå, ïîçäíåå
èçìåðåííîå, ðàâíî ∼ 2, 7◦K.

Èñòîðèÿ ôèçèêè âîîáùå èçîáèëóåò çàáàâíûìè ñëó÷àÿìè. òàê áûëî è
ñ îòêðûòèåì ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ. Äâîå ðàäèî èíæåíåðîâ êîìïàíèè
Áåëë Òåëåôîí ðàçðàáîòàëè óñèëèòåëü ñ ÷ðåçâû÷àéíî íèçêèì ðàñ÷åòíûì
óðîâíåì øóìà è çàáðàëèñü íà êðûøó ñàìîãî âûñîêîãî â òî âðåìÿ çäàíèÿ
â ìèðå (Ýìïàéð Ñòýéò Áèëäèíã), ÷òîáû ýêñïåðèìåíòàëüíî ýòî ïðîâå-
ðèòü. Íî øóì íåîæèäàííî îêàçàëñÿ ãîðàçäî âûøå ðàñ÷åòíîãî. Ê ñ÷àñòüþ,
ìîëîäûå èíæåíåðû äîãàäàëèñü âðàùàòü àíòåííó (÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò
âîçìîæíûõ ðàäèîïîìåõ), íî øóì íå èñ÷åçàë: îí îêàçàëñÿ èçîòðîïíûì.
Âå÷åðîì, â ïèâíîì ïàáå, îíè óäðó÷åííî îáñóæäàëè ñâîþ íåóäà÷ó â êîì-
ïàíèè ñî çíàêîìûì ôèçèêîì. Òîò ïîñîâåòîâàë èì ñúåçäèòü â Ïðèíñòîí
(øòàò Íüþ Äæåðñè, ãîðîä, ãäå ðàáîòàë Ýéíøòåéí), ñêàçàâ, ÷òî òàì íà
òåîðåòè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ èäóò ñïîðû î ÷åì-òî ïîõîæåì, è ýòî ñâÿçàíî,
âðîäå áû, ñ íàóêîé î Âñåëåííîé - êîñìîëîãèåé. Ðåáÿòà ïîñëåäîâàëè ñî-
âåòó, ðàññêàçàëè â Ïðèíñòîíå î ñâîèõ íåäîóìåíèÿõ, è êàêîâî æå áûëî
èõ óäèâëåíèå, êîãäà ìàñòèòûå ôèçèêè ãîðÿ÷î ïîçäðàâèëè èõ ñ íåîæè-
äàííûì îòêðûòèåì ìèðîâîãî íàó÷íîãî çíà÷åíèÿ. Èòàê, ôèçèêà (íàóêà
ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ!) ñäåëàëà âûáîð â ïîëüçó ãîðÿ÷åé ìîäåëè Âñåëåííîé.
À ðàäèîèíæåíåðû Ïåçèàñ è Âèëüñîí ñòàëè îáëàäàòåëÿìè Íîáåëåâñêîé
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ïðåìèè ïî ôèçèêå.
Ïåðåõîä îò î÷åíü ãîðÿ÷åé (ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ðåëÿòèâèñòñêîé

ñòàäèåé) ê õîëîäíîé ñòàäèè î÷åíü èíòåðåñåí êàê ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå (â
ýòî âðåìÿ èäåò ìíîæåñòâî ïðîöåññîâ, îïðåäåëÿþùèõ äàëüíåéøóþ ýâî-
ëþöèþ Âñåëåííîé), íî ìàëî èíôîðìàòèâåí ìàòåìàòè÷åñêè. Ïîýòîìó ìû
ïîäðîáíî îïèøåì ðåëÿòèâèñòñêóþ ñòàäèþ, êîãäà ñ î÷åíü áîëüøîé òî÷-
íîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñåëåííàÿ (Âñåëåííàÿ) çàïîëíåíà èñêëþ÷è-
òåëüíî ýëåêòðîìàãíèòíûì èçëó÷åíèåì. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ôîòîííîãî
ãàçà èìååò âèä:

p =
1

3
ε , (173)

ò.å., â óðàâíåíèè (156) ñëåäóåò ïîëîæèòü α = 1
3
. Òîãäà äëÿ ïëîòíîñòè

ýíåðãèè ïîëó÷àåì

ε =
C2

a4
. (174)

Óæå óïîìèíàëîñü, ÷òî ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ ñ ðàñøèðåíèåì âñåëåííîé
ïàäàåò áûñòðåå ïëîòíîñòè âåùåñòâà, è óðàâíåíèå (174) òîìó äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Åäèíñòâåííîå íåîáõîäèìîå íàì óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà òåïåðü = ýòî

ȧ2 + k

a2
=

8π G

3

C2

a4
, (175)

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî êîñìîëîãè÷åñêîìó âðåìåíè.
Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ:

t0 ± t =

∫
a da√

8πG
3
C2 − k a2

= ∓k
√

8π G

3
C2 − k a2 , k = ±1 . (176)

t0 ± t =
a2

2
√

8πG
3
C2

, k = 0 . (177)

Ïîëîæèì a1 =
√

8πG
3C2

, a = 0 ïðè t = 0 Òîãäà äëÿ çàêðûòîé ìîäåëè (k = 1)
èìååì:

a =
√
t (2 a1 − t)

a = a1 sin η , t = a1 (1− cos η) . (178)
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a1

a

ta1 2a10

Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü a(t)

Ñíîâà ïîëó÷àåì îñöèëëÿòîðíóþ ìîäåëü. Ãðàôè÷åñêè ýòî ïðåäñòàâëåíî
íà Ðèñ. 4:

Â ïðåäåëå η � 1 (t� a1)

a '
√

2 a1 t , ε ' 3

32π G

1

t2
, (179)

ò.å., ïîëó÷àåì îïÿòü óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè (íî
óæå ñ äðóãèì êîýôôèöèåíòîì!). Ïðè÷èííàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ èí-
âàðèàíòîì ∆:

∆ = sin2 χ (cot2 η − cot2 chi) , (180)

à äëÿ ãîðèçîíòîâ âèäèìîñòè ∆ = 0, è ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè ñâå-
òîâûõ ïðÿìûõ η = χ, η = π − χ, ïîýòîìó äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà
íåñêîëüêî âèäîèçìåíÿåòñÿ (ñì. Ðèñ. 5)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ îòêðûòîé ìîäåëè, k = −1. Äëÿ ïðîñòî-
òû ðàññìîòðèì òîëüêî ñòàäèþ ðàñøèðåíèÿ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ,

a =
√
t (2 a1 + t) , a1 =

√
8π G

3
C2 ,

a = a1 sinh η , t = a1 (cosh η − 1) . (181)

Äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà â îñíîâíîì òàêàÿ æå (ñì. Ðèñ. 6), ÷òî è
â ñëó÷àå ïûëè (α = 0), íî ãîðèçîíò âèäèìîñòè òåïåðü ëåæèò íà ïðÿìîé
η = χ:

Ïðè η � 1 îïÿòü ïîëó÷àåì óíèâåðñàëüíîñòü:

a '
√

2 a1 t , ε ' 3

32π G

1

t2
. (182)
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R=0

R=0

Π

2Π

Π0

Ðèñ. 5: Äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà äëÿ çàêðûòîé ìîäåëè ñ èçëó÷åíè-
åì.

Íàêîíåö, ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêàÿ ìîäåëü k = 0. Çäåñü âñå î÷åíü
ïðîñòî:

a = a1 η , t =
a1 η

2

2
;

a =
√

2 a1 t , ε =
3

32π G

1

t2
. (183)

È ïîñëåäíåå â ýòîé ãëàâå. Â ñëó÷àå çàêðûòîé âñåëåííîé, çàïîëíåííîé
èçëó÷åíèåì, ìû óæå íå ìîæåì ñâÿçàòü êîíñòàíòó C2 ñ ãîëîé ìàññîé. Òå-
ïåðü ìàññà (ýíåðãèÿ) óæå íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé, à â ðåçóëüòàòå
ðàáîòû ñèë äàâëåíèÿ îíà óìåíüøàåòñÿ ïðè ðàñøèðåíèè è óâåëè÷èâàåòñÿ
(äî áåñêîíå÷íîñòè) ïðè ñæàòèè. Íî ýíòðîïèÿ ôîòîííîãî ãàçà (S ∼ a3) è
÷èñëî ôîòîíîâ (N ∼ a3) îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïðåäîñòàâèì ñëóøàòå-
ëÿì íàéòè çàâèñèìîñòè C2(S) è C2(N) ñàìîñòîÿòåëüíî (â êà÷åñòâå ñïðà-
âî÷íèêà ëó÷øå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïÿòûì òîìîì êóðñà òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè Ë.Ä.Ëàíäàó è Å.Ì.Ëèôøèöà "Òåðìîäèíàìèêà").
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-

Ðèñ. 6: Äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà äëÿ îòêðûòîé ìîäåëè ñ èçëó÷åíè-
åì.

11 Î ñèíãóëÿðíîñòÿõ.

Êàê ìû âîî÷èþ óáåäèëèñü, è ìîäåëè Ôðèäìàíà, è âñåëåííàÿ, çàïîë-
íåííàÿ èçëó÷åíèåì, íà÷èíàþòñÿ ñ ñèíãóëÿðíîñòè ïðè R = 0, â êîòîðîé
âñå âåùåñòâî ñîñðåäîòî÷åíî â áåñêîíå÷íî òîíêîì öèëèíäðå è èìååò, ñëå-
äîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íóþ ïëîòíîñòü. Áîëåå òîãî, ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííàÿ ñèíãóëÿðíîñòü, ãäå âñå èíâàðèàíòû òåíçîðà êðèâèçíû (òåí-
çîðà Ðèìàíà) îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ôèçèêà âîîáùå íå ëþáèò
áåñêîíå÷íîñòåé, ïîñêîëüêó ýòî îçíà÷àåò íåäååñïîñîáíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùåé òåîðèè âáëèçè ñèíãóëÿðíîñòè. Íî ôèçèêè äîëãîå âðåìÿ îòíîñè-
ëèñü ê êîñìîëîãè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè áëàãîäóøíî è äàæå ïðèäóìàëè
åé ïîýòè÷åñêîå íàçâàíèå ”BigBang”, ò.å., "Áîëüøîé Âçðûâ". Ïñèõîëîãè-
÷åñêè îíè îïðàâäûâàëè ñåáÿ òåì, ÷òî, ñêîðåå âñåãî, ýòà ñèíãóëÿðíîñòü
åñòü àðòåôàêò âûñîêîé ñèììåòðèè, à, ìîë, â áîëåå ðåàëüíûõ ìîäåëÿõ
âñå áóäåò ïðåêðàñíî. Â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîÿâè-
ëàñü ñåðèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò Â.À.Áåëèíñêîãî, Å.Ì.Ëèôøèöô è
È.Ì.Õàëàòíèêîâà, â êîòîðûõ àâòîðû ðàññìîòðåëè ðåæèì ïðèáëèæåíèÿ
ê ñèíãóëÿðíîñòè â áîëåå îáùåé ìîäåëè âñåëåííîé - îäíîðîäíîé, íî íåèçî-
òðîïíîé, è ïîêàçàëè, ÷òî ýòîò ðåæèì - êîëåáàòåëüíûé, îïèñûâàåìûé ÷å-
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ðåäîé ìåòðèê Êàçíåðà (íàì íåò íóæäû ïîäðîáíî çäåñü íà ýòîì îñòàíàâ-
ëèâàòüñÿ), íî ñèíãóëÿðíîñòü âñå ðàâíî íå èñ÷åçàåò.

Ïðè÷èíà òàêîãî äîëãîãî (ïîëóâåêîâîãî, êàê ìèíèìóì) çàáëóæäåíèÿ
áûëà â òîì, ÷òî ôèçè÷åñêîå íàó÷íîå ñîîáùåñòâî (âêëþ÷àÿ ñàìîãî Ýéí-
øòåéíà), ïðèíÿâ ëîãèêó îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íå îáðàùàëè
âíèìàíèå íà åå ñóòü, èìåííî, íà òî, ÷òî "ôîðìàëüíûé"ïåðåõîä îò ïëîò-
íîñòè ìàññû ê òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ è êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðîèçâåë, íà ñàìîì
äåëå, ðåâîëþöèþ â ôèçèêå. Âåäü ýòî, â ñóùíîñòè, îçíà÷àëî, ÷òî èñòî÷-
íèêîì ïðèòÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïëîòíîñòü ýíåðãèè, íî è èìïóëüñ
(êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ), è òåíçîð íàòÿæåíèé (ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ).
Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå èäåàëüíîé æèäêîñòè ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùå-
ñòâîâàíèå äàâëåíèÿ ïðèâîäèò íå òîëüêî ê îòòàëêèâàíèþ, íî è ê äîïîëíè-
òåëüíîìó ãðàâèòàöèîííîìó ïðèòÿæåíèþ, ïîñêîëüêó äàâëåíèå ñîâåðøàåò
ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàåò ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèåé. Ïåðâûì, ïîæàëóé, ýòî ïîíÿë è ïðî÷óâñòâîâàë çíàìåíèòûé ôèçèê,
êëàññèê íàóêè Äæîí Àð÷èáàëüä Óèëåð J.A.Wheeler, êîòîðûé äîëãîå
âðåìÿ çàíèìàëñÿ, âìåñòå ñ ñîòðóäíèêàìè, èññëåäîâàíèåì ðàâíîâåñíîãî
ñîñòîÿíèÿ õîëîäíîãî âåùåñòâà (îñòûâøèå çâåçäû ïîñëå èñ÷åðïàíèÿ ÿäåð-
íîãî ãîðþ÷åãî) è îòêðûë ÿâëåíèå ñàìîóñèëåíèÿ äàâëåíèÿ. Áûëî ïîêàçà-
íî (÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè íà êîìïüþòåðàõ è àíàëèòè÷åñêè íà ïðîñòûõ
ìîäåëÿõ), ÷òî ÷åì âûøå äàâëåíèå, òåì ñèëüíåå ïðèòÿæåíèå, è íóæíî
óâåëè÷èâàòü äàâëåíèå, ÷òîáû ïðîòèâîñòîÿòü ãðàâèòàöèè, è òàê äî òîãî
ìîìåíòà, ïîêà äàâëåíèå â öåíòðå, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîääåðæàíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ, íå ñòàíåò áåñêîíå÷íûì, ñèñòåìà ïåðåñòàåò áûòü óñòîé÷èâîé, è
íà÷èíàåòñÿ ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ, ïðèâîäÿùèé ê îáðàçîâàíèþ ÷åðíîé
äûðû. À êàê îáñòîèò äåëî â êîñìîëîãèè? Âñïîìíèì âòîðîå èç óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà (êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì). Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò âûâåñòè ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

ä = −4π Ga(ε+ 3 p) , (184)

ò.å., ïîñêîëüêó äëÿ îáû÷íîé ìàòåðèè ε + 3p > 0(ε > 0, p > 0), òî âñå-
ëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ ñ çàìåäëåíèåì (ä < 0), ÷òî ÿðêî äåìîíñòðèðóåò
ïðèòÿãèâàþùóþ ïðèðîäó ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Â ïðîñòåéøèõ ìîäåëÿõ
âñå î÷åíü íàãëÿäíî, à êàê îáñòîèò äåëî â îáùåì ñëó÷àå?

Âñêîðå ïîñëå öèêëà ðàáîò Áåëèíñêîãî, Ëèôøèöà è Õàëàòíèêîâà ïî-
ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû çíàìåíèòîãî àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà, ëþáÿùåãî ôèçè-
êó, ÐÎäæåðà Ïåíðîóçà (R.Penrose) è çíàìåíèòîãî àíãëèéñêîãî ôèçèêà,
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ëþáÿùåãî ìàòåìàòèêó, Ñòèâåíà Õîêèíãà S.W.Hawking. Â ýòèõ ðàáîòàõ
áûëè äîêàçàíû ôóíäàìåíòàëüíûå òåîðåìû î ñèíãóëÿðíîñòÿõ äëÿ ÷åðíûõ
äûð (Ïåíðîóç) è â êîñìîëîãèè (Õîêèíã). Ìû íå áóäåì ïåðå÷èñëÿòü âñå
óñëîâèÿ òåîðåì (ïîíèìàíèå ýòèõ óñëîâèé è äîêàçàòåëüñòâ òðåáóåò çíà-
íèÿ ñîâñåì äðóãîé ìàòåìàòèêè, à ýòî çàïîëíèò öåëóþ êíèãó), à îáðàòèì
âíèìàíèå íà îñíîâíîå äëÿ íàñ - òðåáîâàíèå, ÷òîáû ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
áûëî ïîëåì ïðèòÿæåíèÿ. Ýòî óñëîâèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå "ýíåðãîäîìè-
íàíòíîñòè".

Ìàòåìàòè÷åñêè îíî âûãëÿäèò ïðîñòî è ýëåãàíòíî: ñâåðòêà òåíçîðà
Ðè÷÷è ñ ïðîèçâåäåíèåì ëþáûõ äâóõ (îäèíàêîâûõ) èçîòðîïíûõ èëè âðåìåíè-
ïîäîáíûõ âåêòîðîâ äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Èìåííî,

Rµν l
µ lν > 0 , (185)

ãäå lµ lµ = 0 èëè lµ lµ = 1. Âûáîð èìåííî òåíçîðà Ðè÷÷è íåñëó÷àåí,
ïîñêîëüêó èìåííî îí îïðåäåëÿåò ñõîæäåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ. Äëÿ ëþáîé
êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ âåùåñòâîì â âèäå èäåàëüíîé æèäêîñòè èìååì,
â ñèëó óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà,

Rµν = 8 π GTµν +
1

2
gµν R ,

R = −8π GT ,

Rµν = 8 π G (Tµν −
1

2
gµν T )

= 8 π G

(
(ε+ p)uµ uν − p gµν −

1

2
gµν (ε− 3p)

)
. (186)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñâåòîâîãî (èçîòðîïíîãî) âåêòîðà lµ, lµ lµ = 0 ïîëó-
÷àåì:

(ε+ p) (uµ l
µ)2 ≥ 0 , ε+ p ≥ 0 . (187)

Äëÿ âðåìåíè-ïîäîáíîãî âåêòîðà, íàïðèìåð, ÷åòûðåõ-ñêîðîñòè lµ = uµ, uµ uµ =
1, èìååì

ε+ p− p− 1

2
(ε− 3p)

=
1

2
(ε+ 3p) ≥ 0 . (188)

Ýòî è åñòü óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè, áåç íàðóøåíèÿ êîòîðûõ íåëüçÿ
èçáåæàòü ñèíãóëÿðíîñòè.
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Íî îòêóäà âçÿòü ñòîëü ýêçîòè÷åñêóþ ìàòåðèþ, äëÿ êîòîðîé ε+3p < 0?
È òóò êîñìîëîãèè ïðèøëà íà ïîìîùü ôèçèêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, òî÷-
íåå, ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ôèçèêàì óäàëîñü åäè-
íûì îáðàçîì îïèñàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå è ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèÿ è ñî-
çäàòü òàê íàçûâàåìóþ ýëåêòðîñëàáóþ òåîðèþ, çà ÷òî òðîå - Ñ.Âàéíáåðã,
À.Ñàëàì è Äæ.Ãëýøîó - ïîëó÷èëè Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ. Îñíîâîé ýòîé
òåîðèè ÿâëÿåòñÿ èäåÿ ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè (ãðóïïà SU(2)×
U(1) íàðóøàåòñÿ äî U(1)), ïðè ýòîì ôîòîíû îñòàþòñÿ áåçìàññîâûìè,
à ïåðåíîñ÷èêè ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèîáðåòàþò ìàññó. Îòâåòñòâåí-
íûì çà ïîäîáíîå íàðóøåíèå ÿâëÿåòñÿ ôîðìà ïîòåíöèàëà îñîáîãî ñêàëÿð-
íîãî ïîëÿ Õèããñà, èìåþùåãî äâà ìèíèìóìà ñ ðàçëè÷íûìè ïëîòíîñòÿìè
ýíåðãèè. Êàæäûé èç ìèíèìóìîâ îïðåäåëÿåò âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå (ñ ðàç-
ëè÷íîé ñèììåòðèåé). Òàê â ôèçèêå ïîÿâèëàñü èäåÿ î íåíóëåâîé ïëîòíî-
ñòè ýíåðãèè âàêóóìà, à êîñìîëîãè âñïîìíèëè î êîñìîëîãè÷åñêîì Λ-÷ëåíå,
ââåäåííîì â óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíîì (êîòîðûé äî êîíöà äíåé
ñâîèõ ñ÷èòàë ýòî âåëè÷àéøåé îøèáêîé). Çàòåì ïîÿâèëàñü ñåðèÿ ðàáîò
Ý.Á.Ãëèíåðà (ìû óæå óïîìèíàëè îá ýòîì), â êîòîðûõ áûëî ïîêàçàíî,
÷òî êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí ïðîïîðöèîíàëåí ïëîòíîñòè ýíåðãèè âàêóó-
ìà: òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Λδνµ ïðîïîðöèîíàëåí åäèíè÷íîìó òåíçîðó
è ïîòîìó èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò; áîëåå
òîãî, âàêóóìíûå ðåøåíèÿ ñ ε > 0 îáëàäàþò òîé æå ñòåïåíüþ ñèììåòðèè
(10-òèïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äâèæåíèé), ÷òî è âàêóóì Ìèíêîâñêîãî â
ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî âàêóóìíûå
ðåøåíèÿ ñ Λ-÷ëåíîì áûëè ïîëó÷åíû äå Ñèòòåðîì çàäîëãî äî óïîìÿíó-
òîãî ïðîãðåññà â ôèçèêå ÷àñòèö, îñíîâàòåëüíî çàáûòû è óïîìèíàåìûìè
â ìîíîãðàôèÿõ ëèøü â âèäó èõ óäèâèòåëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé êðàñîòû.
Òåíçîð ýíåðãèè=èìïóëüñà âàêóóìíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà îñîáîé èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ óðàâíåíèåì ñî-
ñòîÿíèÿ

ε0 + p0 = 0 , ε0 = −p0 = const =
1

8π G
Λ . (189)

Äëÿ ïîëîæèòåëüíî ïëîòíîñòè ýíåðãèè âàêóóìà íàðóøåíèå ýíåðãîäîìè-
íàíòíîñòè î÷åâèäíî.

Èññëåäîâàíèåì ãåîìåòðèè ìèðà äå Ñèòòåðà ìû è çàéìåìñÿ â ñëåäóþ-
ùåé ãëàâå.
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12 Ìèð Äå Ñèòòåðà.

Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî Λ-÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê îñîáîãî
âèäà èäåàëüíóþ æèäêîñòü ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ p = −ε, à èç óðàâíå-
íèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò ïîñòîÿíñòâî ïëîòíîñòè ýíåðãèè è äàâëåíèÿ
ε = ε0 = −p0 = const. Îêàçûâàåòñÿ, òàêîå íåîáû÷íîå óðàâíåíèå ñîñòîÿ-
íèå ñîîòâåòñòâóåò òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà âàêóóìà ñ íåíóëåâîé ïëîò-
íîñòüþ ýíåðãèè. Ìèð äå Ñèòòåðà - ýòî ðåøåíèå âàêóóìíûõ óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà, êîãäà ïëîòíîñòü ýíåðãèè âàêóóìà ïîëîæèòåëüíà ε > 0. Êîñ-
ìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a(t) âûãëÿäèò î÷åíü
ïðîñòî:

ȧ2 + k

a2
=

8π G

3
ε0 . (190)

Ââåäÿ ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü a0 = (8πG
3
ε0)−1/2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðå-

øåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé k:

k = +1 :

a = a0 cosh
t

a0

, t = a0 tan η , −π
2
< η <

π

2

ds2 = dt2 − a2
0 cosh

t

a0

(dχ2 + sin2 chi dσ2) . (191)

k = −1 :

a = a0 sinh
|t|
a0

, η = ln
cosh t

a0
+ 1

cosh t
a0
− 1

=
1

2
ln coth

t

2a0

,

ds2 = dt2 − a2
0 sinh2 t

a0

(dχ2 + sinh2 χdσ2) , (192)

èëè, ÷òîáû ñîõðàíèòü íåïðåðûâíîñòü êîñìîëîãè÷åñêîãî âðåìåíè êàê ôóíê-
öèè êîíôîðìíîãî âðåìåíè, ìîæíî âûáðàòü äðóãóþ ïîñòîÿííóþ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ; â ðåçóëüòàòå èìååì:

a = a0 (1 + sinh
|t|
a0

) ,

η =
2 e

t
a0

e
t
a0 + 1

− 1 , −1 < η < 1 . (193)
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k = 0 :

a = a0 e
|t|
a0 , η = 1− e−

|t|
a0 ,

ds2 = dt2 − a2
0 e

2
|t|
a0 (dχ2 + χ2 dσ2) . (194)

Íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷íûé âèä ýòèõ ìåòðèê, îíè îïèñûâàþò îäíî è òî æå
ìíîãîîáðàçèå. Ïðè÷èíà òîìó - âûñîêàÿ ñòåïåíü ñèììåòðèè âàêóóìà, 10-
òè-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äå Ñèòòåðà. Íåòðóäíî (õîòÿ è óòîìèòåëüíî)
ïîëó÷èòü ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò, ñâÿçûâàþùèõ ìåòðèêó
(191) ñ ìåòðèêàìè (192) è (194). Ïóñòü ýòî áóäåò âàøèì äîìàøíèì çàäà-
íèåì.

Îêàçûâàåòñÿ, ìèð äå Ñèòòåðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 4-ìåðíóþ ïî-
âåðõíîñòü ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ, âëîæåííîãî â ïëîñêîå ïÿòèìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ ëîðåíöåâîé ñèãíàòóðîé (+ - - - -):

ds2 = dx2
5 − dx2

1 − dx2
2 − dx2

3 − dx2
4 . (195)

Ïîâåðõíîñòü ýòîãî ãèïåðáîëîèäà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 − x2
5 = a2

0 , (196)

à âðàùàåòñÿ ó íàñ òðåõìåðíàÿ ñôåðà

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = a2 , (197)

îòêóäà

x2
5 = a2 − a2

0 , dx5 =
ada√
a2 − a2

0

. (198)

Ââîäÿ òðè óãëîâûå êîîðäèíàòû

x1 = a sinχ sin θ sinϕ ,

x2 = a sinχ sin θ cosϕ ,

x3 = a sinχ cos θ ,

x4 = a cosχ (199)

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ëèíåéíîãî ýëåìåíòà:

ds2 =
a2

0

a2 − a2
0

da2 − a2 (dχ2 + sin2 χ (dθ2 + sin2 θ dϕ2)) . (200)
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Íàêîíåö, îïðåäåëèì êîñìîëîãè÷åñêîå âðåìÿ dt = a0 da√
a2−a20

, îòêóäà a =

a0 cosh t
a0
.

Ïðè÷èííàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ, êàê âñåãäà, çíàêàìè èíâàðèàíòà
∆ è ïîëîæåíèÿìè ãîðèçîíòîâ âèäèìîñòè ∆.

R = a0 cosh
t

a0

sinχ ,

∆ = −1 + cosh2 t

a0

sin2 χ = −1 +
R2

a2
0

, (201)

è
∆ = 0 , R = R0 = a0 , (202)

ò.å., ãîðèçîíòû âèäèìîñòè ðàñïîëîæåíû íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîãî ðà-
äèóñà, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ñâåòîïîäîáíûå (èçîòðîïíûå) ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè, Êîíôîðìíàÿ äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êâàäðàò, äèàãîíàëÿìè êîòîðîãî è ñëóæàò ãîðèçîíòû âèäèìîñòè
(ñì. Ðèñ. 7). Îòñþäà è ðàñïðåäåëåíèå R- è T -îáëàñòåé.

Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîãî ðàäèó-
ñà (âðåìåíè-ïîäîáíûå â R-îáëàñòÿõ è ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå â T -
îáëàñòÿõ). Î÷åâèäíî, ýòî ìíîãîîáðàçèå ãåîäåçè÷åñêè ïîëíîå, à ñèíãóëÿð-
íîñòè îòñóòñòâóþò.

Â R-îáëàñòÿõ ìû ìîæåì âûáðàòü ðàäèóñ â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâåííîé
êîîðäèíàòû, âðåìåííóþ êîîðäèíàòó âûáåðåì òàê, ÷òîáû ìåòðèêà áûëà
äèàãîíàëüíîé. Òîãäà

ds2 =

(
1− R2

R2
0

)
dτ 2 − 1

1− R2

R2
0

dR2 −R2 (dθ2 + sin2 θ dϕ2) . (203)

Èìåííî â òàêîì âèäå åå è ïîëó÷èë âïåðâûå äå Ñèòòåð. Î÷åâèäíû ñèíãó-
ëÿðíîñòü (êîîðäèíàòíàÿ!) íà ãîðèçîíòå, íî îíà îòëè÷àåòñÿ ëü ãîðèçîíòà
Øâàðöøèëüäà â òåîðèè ÷åðíûõ äûð, ãäå åñòü ÷åòêî âûðàæåííûé öåíòð.
Òåïåðü æå, êàê ìû óæå çíàåì, öåíòð è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèå ãîðè-
çîíòà çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ.

Ìû óæå âèäåëè â òåîðèè ÷åðíûõ äûð, ÷òî ëþáîé ñòàòè÷åñêèé íàáëþ-
äàòåëü â ñòàòè÷åñêîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå "âèäèò"òåìïåðàòóðó. Ãëóáî-
êàÿ ïðè÷èíà ýòîãî ÿâëåíèÿ â òîì, ÷òî íà ñàìîì äåëå òàêîé íàáëþäàòåëü
èìååò íåíóëåâîå ïîñòîÿííîå óñêîðåíèå, à óñêîðåííûé íàáëþäàòåëü ÷óâ-
ñòâóåò òåìïåðàòóðó äàæå â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî.
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Ðèñ. 7: Äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà äëÿ ìèðà Äå Ñèòòåðà.

Òåìïåðàòóðà íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, à ëèøü íóëåâîé (âðåìåííîé) êîìïî-
íåíòîé ÷åòûðåõ-âåêòîðà, òàêæå êàê è ýíåðãèÿ ÷àñòèöû. Â ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîì ñòàòè÷åñêîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå óñêîðåíèå íàáëþäàòå-
ëÿ çàâèñèò îò ðàäèóñà, íà êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Íî
òåìïåðàòóðà, êîòîðóþ îí "âèäèò çàâèñèò íå òîëüêî îò åãî ïîëîæåíèÿ, íî
è îò õîäà åãî ÷àñîâ, ò.å., îò âåëè÷èíû (00)-êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà. Ðàçóìååòñÿ, â ñòàòè÷åñêîé ìåòðèêå îí âïðàâå ñ÷èòàòü ñåáÿ "ïóïîì
Âñåëåííîé"è ïîëàãàòü, ÷òî èìåííî åãî ÷àñû è åãî âðåìÿ "ïðàâèëüíûå".
Õîðîøî, êîãäà åñòü âûäåëåííûé íàáëþäàòåëü, óñêîðåíèå êîòîðîãî ðàâ-
íî íóëþ. Â òåîðèè ÷åðíûõ äûð ýòî áûë íàáëþäàòåëü íà áåñêîíå÷íîñòè.
Â íàøåì ñëó÷àå ìèðà äå Ñèòòåðà - ýòî íàáëþäàòåëü â öåíòðå R = 0,
à ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé íàáëþäàòåëü â ñèëó îäíîðîäíîñòè êîñìîëîãè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ïîëíîé ñâîáîäû âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò.
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Èç ëåêöèé ïî òåîðèè ÷åðíûõ äûð ìû çíàåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ òàêîé
òåìïåðàòóðû: äëÿ ýòîãî íàäî çàôèêñèðîâàòü óãëû (θ, ϕ = const), à â
îñòàâøåéñÿ äâóìåðíîé ìåòðèêå ñäåëàòü âèêîâñêèé ïîâîðîò ê ìíèìîìó
âðåìåíè τ → −iΘ:

dl2 =

(
1− R2

R2
0

)
dΘ2 +

1

1− R2

R2
0

dR2 . (204)

Çàòåì íóæíî ïðèâåñòè ýâêëèäîâó ìåòðèêó âáëèçè ãîðèçîíòà ê ïîëÿð-

íûì êîîðäèíàòàì (ρ, φ). Â íàøåì ñëó÷àå ρ = R0

√
2 (1− R

R0
), φ = Θ

R0
. Â

îáùåì ñëó÷àå ãîðèçîíò â ïñåâäîýâêëèäàâîé äâóìåðíîé ìåòðèêå ïðåâðà-
ùàåòñÿ â êîíóñíóþ îñîáåííîñòü ïðè ïåðåõîäå â "ýâêëèä". Ñëåäóþùèé
øàã - ïîòðåáîâàòü îòñóòñòâèÿ êîíè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè, ò.å., ïðåäåëû
èçìåíåíèÿ ïîëÿðíîãî óãëà äîëæíû áûòü 0 ≤ φ < 2π. Òîãäà òåìïåðàòóðà,
÷óâñòâóåìàÿ íàáëþäàòåëåì â öåíòðå, ðàâíà îáðàòíîìó ïåðèîäó ìíèìîãî
âðåìåíè, èìåííî (R0 = a0)

TdeSitter =
1

2π a0

=

√
2G

3π
ε0 . (205)

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé íàáëþäàòåëü â ìèðå äå Ñèòòåðà "âèäèò"òåìïåðàòóðó
(205) è áîëåå íè÷åãî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì "âû-
÷èñëåíèÿ"òåìïåðàòóðû ïåðåêëèêàåòñÿ ñ àêñèîìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì
òåìïåðàòóðû â ò.í. "òåìïåðàòóðíûõ òåîðèÿõ ïîëÿ".

Íàêîíåö, äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû, èññëåäóåì ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ îò-
ðèöàòåëüíûì Λ-÷ëåíîì, ò.å., ìåòðèêó âàêóóìà (ε + p) = 0 ñ îòðèöàòåëü-
íîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ε0 < 0, íàçûâàåìîé ìåòðèêîé àíòè-äå-Ñèòòåðà
(AdS). Èìååì:

ȧ2 + k

a2
=

8 π G

3
ε0 < 0 , (206)

ïîýòîìó, àâòîìàòè÷åñêè, k = −1 è

a = a0 sin
t

a0

, a0 =

(
−8π G

3
ε0

)−1/3

,

ds2 = dt2 − sin2 t

a0

(dχ2 + sinh2 χdσ2) . (207)

Àíèòè-äåñèòòåðîâñêèé ìèð (AdS) òàêæå ìîæåò áûòü âëîæåí â ïëîñêîå
ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, íî ñ äðóãîé ñèãíàòóðîé: (++�). Ïîëó÷àåòñÿ
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äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ

x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

4 − x2
5 = −a2

0 ,

x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

4 = −a2 ,

x2
5 = a2

0 − a2 , 0 ≤ a ≤ a0 . (208)

Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùåå ê ìåòðèêå (207), èìååò âèä:

x1 = a sinhχ sin θ sinϕ

x2 = a sinhχ sin θ cosϕ

x3 = a sinhχ cos θ

x4 = a coshχ ;

t =

∫
a0da√
a2

0 − a2
. (209)

Èíâàðèàíò ∆ òåïåðü ðàâåí

∆ = −1− R2

a2
0

, (210)

ò.å., âñþäó ìû èìååìR-îáëàñòü, à êîíôîðìíàÿ äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà
èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî
(ñì. Ðèñ. 8).

Â êîîðäèíàòàõ êðèâèçíû (R, τ) ïîëó÷àåì ñòàòè÷åñêîå ãåîäåçè÷åñêè
ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ìåòðèêîé (R0 = a0)

ds2 =

(
1 +

R2

R2
0

)
dτ 2 − 1

1 + R2

R2
0

dR2 −R2 dσ2 . (211)

13 Èäåè ñîâðåìåííîé êîñìîëîãèè: Îáî âñåì

ïîíåìíîãó.

Äî ñèõ ïîð ìû èíòåðåñîâàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì êîñìî-
ëîãè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé, à ôèçèêà, áóäó÷è, ðàçóìååòñÿ, íàøåé ïóòåâîäíîé
çâåçäîé, îñòàâàëàñü íà âòîðîì ïëàíå. Íî â ýòîé, çàêëþ÷èòåëüíîé, ãëà-
âå âñå áóäåò èíà÷å. Ïîñêîëüêó â ñîâðåìåííîé êîñìîëîãèè (åå åùå ìîæ-
íî íàçâàòü ïîñò-ôðèäìàíîâñêîé) åñòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ èäåé íà óðîâíå

77



i
-

i
+

i0R=0

J+

J-

Ðèñ. 8: Äèàãðàììà Êàðòåðà-Ïåíðîóçà äëÿ àíòè Äå Ñèòòåðà.

ñìåëûõ, êðàñèâûõ è âïîëíå îáîñíîâàííûõ ãèïîòåç, íî âñå åùå íå õâàòàåò
íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ (è ýòî íåñìîòðÿ íà ãðîìàäíûå óñèëèÿ ìíîãèõ
òàëàíòëèâûõ ó÷åíûõ è ñâåðõñîâðåìåííóþ àïïàðàòóðó), ìû îáîéäåìñÿ áåç
ôîðìóë è ïðîñòî ðàññêàæåì î íåêîòîðûõ îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿõ, êîòî-
ðûå óñèëåííî ðàçðàáàòûâàþòñÿ "ñåãîäíÿ".

Íî ïðåæäå, ÷åì îêóíóòüñÿ â ôèçèêó, çàäàäèìñÿ "ïðîñòûì"âîïðîñîì:
÷òî ïëîõîãî â ìîäåëè Ôðèäìàíà è/èëè â ìîäåëè, çàïîëíåííîé èçëó÷åíèåì?
Îòâåò òàêæå ïðîñò - íà÷àëüíûå ñèíãóëÿðíîñòè, äðóãèìè ñëîâàìè, "Áîëü-
øîé Âçðûâ"(BigBang). Äîëãîå âðåìÿ êîñìîëîãè íå îáðàùàëè íà íåãî
âíèìàíèÿ, ïîëàãàÿ, ÷òî â ðåàëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè (âîâñå íå
îäíîðîäíîé è, òåì áîëåå, íåèçîòðîïíîé, íàáëþäàåìàÿ ïî÷òè òî÷íàÿ èçî-
òðîïèÿ ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáúÿñíåíà áóðíûì ðîæäåíè-
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åì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è ñàìèì ïðîöåññîì ðàñøèðåíèÿ) ñèíãóëÿðíîñòü
äîëæíà îòñóòñòâîâàòü, íî ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ñèíãóëÿðíîñòÿõ
ýòà íàäåæäà ïðîïàëà. È òîãäà ôèçèêè ñòàëè óïîâàòü íà òî, ÷òî â "Î÷åíü
ðàííåé âñåëåííîé"(ýòî óæå óñòîÿâøèéñÿ òåðìèí, ïîòîìó è â êàâû÷êàõ)
îáÿçàíû áûòü ñóùåñòâåííûìè êâàíòîâûå ýôôåêòû (êàê äëÿ ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ, òàê è äëÿ äðóãèõ ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé), è òàêèå íîâûå íà-
äåæäû êàê áóäòî áû âî ìíîãîì óêðåïëÿëèñü ðåçóëüòàòàìè êâàíòîâàíèÿ
ïðîñòåéøèõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íî òåîðèÿ, â êîòîðîé åñòü Áîëü-
øîé Âçðûâ èëè åãî èìèòàöèÿ, èìååò íåäîñòàòêè, èñïðàâëåíèå êîòîðûõ
íåâîçìîæíî ñïèñàòü íà îñîáåííîñòè êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè (êî-
òîðàÿ, êàê èçâåñòíî, äî ñèõ ïîð íå ïîñòðîåíà, íåñìîòðÿ íà äåñÿòèëåòèÿ
óñèëèé). Âî-ïåðâûõ, ïî÷åìó íàøà ðåàëüíàÿ Âñåëåííàÿ ñòîëü îäíîðîäíà?
Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ìîìåíò ðåêîìáèíàöèè ("îòäåëåíèÿ ñâåòà îò
òüìû") äîëæíî áûëî ñóùåñòâîâàòü íåâîîáðàçèìîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé,
ïðè÷èííî íå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì, è ïîòîìó íàáëþäàåìàÿ îäíîðîä-
íîñòü êàæåòñÿ ïðîñòî ÷óäîì. Âî-âòîðûõ, ïî÷åìó íàøà Âñåëåííàÿ òàêàÿ
áîëüøàÿ? Åñëè âåðèòü â òî, ÷òî Áîëüøîé Âçðûâ îáóñëîâëåí êàêèì-òî
îáðàçîì êâàíòîâûìè ýôôåêòàìè, òî ñëó÷àéíûé âûáîð â ïîëüçó ñòîëü
ãðîìàäíîé âñåëåííîé íàñòîëüêî ìàëîâåðîÿòåí (è ýòó âåðîÿòíîñòü ìîæíî
âû÷èñëèòü), ÷òî ñåðüåçíî îáñóæäàòü òàêóþ âîçìîæíîñòü âîâñå ñìåøíî.
Ïîýòîìó ëþáàÿ ðåàëèñòè÷åñêàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü äîëæíà äàòü
îáîñíîâàííûå îòâåòû íà ýòè äâà âîïðîñà.

È òóò íà ïîìîùü êîñìîëîãàì ïðèøëè òåîðåòèêè, çàíèìàâøèåñÿ ôè-
çèêîé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ, âîâñå íå ïîìûø-
ëÿâøèå çàíèìàòüñÿ ãðàâèòàöèåé è êîñìîëîãèåé. Ýòî áûëî â 60-õ ãîäàõ
ïðîøëîãî (XX) ñòîëåòèÿ. Íåäàâíèå óñïåõè â ïîñòðîåíèè òåîðèè ñëà-
áûõ âçàèìîäåéñòâèé ïóòåì îáúåäèíåíèÿ èõ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïîëÿ-
ìè ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ ýëêòðîñëàáîé òåîðèè ïîëÿ, â êîòîðîé îñíîâíûì
ýëåìåíòîì áûëà èäåÿ ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè, îñóùåñòâëÿ-
åìîãî íåêèìè ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè Õèããñà (Higgs). È õîòÿ ñàìè ïîëÿ
Õèããñà äî ñèõ ïîð íå íàáëþäàëèñü íà ñàìûõ áîëüøèõ â ìèðå óñêîðè-
òåëÿõ, ìíîãèå ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðèè, òåì íå ìåíåå, áûëè ïîäòâåðæäå-
íû ýêñïåðèìåíòàëüíî, à òðè ôèçèêà-òåîðåòèêà, À.Ñàëàì, Ñ.Âàéíáåðã è
Äæ.Ãëýøîó (A.Salam, S.Weinberg,G.G.Glashow) áûëè óäîñòîåíû Íîáå-
ëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå. Àáäóñ Ñàëàì áûë, êðîìå òîãî, ïîñâÿùåí àí-
ãëèéñêîé êîðîëåâîé â ðûöàðñêîå äîñòîèíñòâî (è ïîëó÷èë ðûöàðñêîå èìÿ
ñýð Àáäóññàëàì - îäíèì ñëîâîì). Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòè âïå÷àòëÿþùèå
óñïåõè íóæíî áûëî ïîïðîáîâàòü èñïîëüçîâàòü â êîñìîëîãèè. Åñòåñòâåí-
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íî, õîòÿ è ñîâñåì íå ïðîñòî. Íî âñå æå äåëî áûëî ñäåëàíî óñèëèÿìè
äâóõ ìîñêîâñêèõ âûäàþùèõñÿ ôèçèêîâ Äàâèäà Àáðàìîâè÷à Êèðæíèöà
è Àíäðåÿ Äìèòðèåâè÷à Ëèíäå, êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âûñîêîé òåì-
ïåðàòóðå òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, à èìåííî, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ,
èìååò òîëüêî îäèí ìèíèìóì, íî ñ ðàñøèðåíèåì âñåëåííîé è ïîíèæåíèåì
òåìïåðàòóðû ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîé, ýíåðãåòè÷åñêè áîëåå íèçêèé, ãëîáàëü-
íûé ìèíèìóì. Ìèíèìóì ñ áîëåå âûñîêîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ïîëó÷èë
íàçâàíèå ëîæíîãî âàêóóìà, à ìèíèìóì ïîíèæå - èñòèííîãî âàêóóìà. Çà-
òåì ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä ñ îáðàçîâàíèåì ïóçûðåé èñòèííîãî âà-
êóóìà â îêåàíå ëîæíîãî âàêóóìà.

Âñêîðå àìåðèêàíñêèé ôèçèê Àëàí Ãóñ (A.Guth) ïîêàçàë, ÷òî, â ïðèí-
öèïå, ïðè ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ëîæíîãî âàêóóìà òàêàÿ ìî-
äåëü ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè ìîæåò îñâîáîäèòü ôðèäìàíîâñêóþ êîñìî-
ëîãèþ îò îñíîâíûõ íåäîñòàòêîâ. Îí äàë èìÿ ïðîöåññó: èíôëÿöèÿ (ýòî ñî-
âñåì íå òî, î ÷åì âû ïîäóìàëè, à "óïëîùåíèå"). Èíôëÿöèîííûå ìîäåëè
ñòàëè î÷åíü ïîïóëÿðíûìè. Ïóçûðè íîâîé ôàçû ðàñøèðÿþòñÿ, ïîñêîëüêó
áîëåå íèçêàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè îçíà÷àåò âàêóóìà îçíà÷àåò áîëåå íèçêîå
àáñîëþòíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ. Íî äàâëåíèå âàêóóìà îòðèöàòåëüíîå, ïî-
ýòîìó îíî áîëüøå âíóòðè è ìåíüøå ñíàðóæè. Ðàçíîñòü äàâëåíèé è âûçû-
âàåò ðàñøèðåíèå ãðàíèöû ïóçûðÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü îïèñàíî ìîäåëüþ
òîíêîé ñèíãóëÿðíîé îáîëî÷êè ñ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè-èìïóëüñà, ïðîïîð-
öèîíàëüíîé δ-ôóíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî ñöåíàðèé À.Ãóñà - íå ïåðâûé èí-
ôëÿöèîííûé ñöåíàðèé, ïðîñòî ñàìî ïîíÿòèå "èíôëÿöèè"áûëî ââåäåíî â
ôèçèêó è êîñìîëîãèþ èìåííî â åãî ñòàòüå, íî îá ýòîì íåìíîãî ïîçæå.
Íî, "õîðîøî âñå íà áóìàãå, äà çàáûëè ïðî îâðàãè, à ïî íèì õîäèòü".
"Îâðàãè ýòî äðóãèå ïóçûðè, êîòîðûå, ñòàëêèâàÿñü, äîëæíû ñîçäàâàòü
íåîäíîðîäíîñòè è, ïî ðàñ÷åòàì, áûòü âïîëíå íàáëþäàåìûìè. Íî íàøà
Âñåëåííàÿ, êàê íàçëî, âïîëíå îäíîðîäíà. Ïîýòîìó áûë ïðèäóìàí äðó-
ãîé ñöåíàðèé, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå "íîâàÿ èíôëÿöèÿ". Â ýòîì ñëó÷àå
ïîòåíöèàë äîëæåí èìåòü îñîáóþ ôîðìó ñ íåáîëüøîé ÿìî÷êîé â êà÷å-
ñòâå ëîæíîãî âàêóóìà. Îêàçàëîñü, ÷òî êâàíòîâûé òóííåëüíûé ïåðåõîä
"ñàæàåò"ïóçûðü íå â ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, à íà ñòåíêó ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû, à ìåäëåííîå "ñêàòûâàíèå"åãî â ìèíèìóì îáåñïå÷èâàåò è ãèãàíòñêèé
ðàçìåð (ãîðàçäî áîëüøèé, ÷åì âèäèìàÿ Âñåëåííàÿ), è îäíîðîäíîñòü. Â
ýòîì ñöåíàðèè ÿñíî, êàê ñîçäàåòñÿ áîëüøàÿ ãîëàÿ ìàññà âñåëåííîé. Äåëî
â òîì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå äàâëåíèå ïðîèçâîäèò ïîëîæèòåëüíóþ ðàáî-
òó è óìåíüøàåò, ñëåäîâàòåëüíî, îáùóþ ýíåðãèþ (ìàññó), à îòðèöàòåëü-
íîå äàâëåíèå óâåëè÷èâàåò åå, ïðåæäå âñåãî, çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ îáúåìà.
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Íî, îïÿòü æå, îêàçàëîñü, ÷òî â áîëåå èëè ìåíåå ðåàëüíîé ìîäåëè "íîâîé
èíôëÿöèè"òðåáóåìàÿ ôîðìà ïîòåíöèàëà íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â
ðàìêàõ ðàçóìíûõ îáúåäèíåííûõ òåîðèé ïîëÿ.

Â ñàìîì íà÷àëå 80-õ ãîäîâ (ðàçóìååòñÿ, ïðîøëîãî âåêà) Àíäðåé Ëèí-
äå âûäâèíóë áëåñòÿùóþ èäåþ, ïðåäëîæèâ ñöåíàðèé "õàîòè÷åñêîé èí-
ôëÿöèè". Èññëåäóþ ïîâåäåíèÿ (ãèïîòåòè÷åñêîãî) ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ñà-
ìîäåéñòâèåì â ðàííåé âñåëåííîé , îí îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè
îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò çàêðèòè÷åñêèé ðåæèì,
â êîòîðîì íåïðåìåííî ñóùåñòâóþùèå ôëóêòóàöèè ïîëÿ ïðèâîäÿò íå ê
îñöèëëÿöèÿì, ê êîòîðûì âñå ïðèâûêëè, à ê ìåäëåííîìó óìåíüøåíèþ
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè òÿãîòåíèÿ, ìû èìååì äå-
ëî ñ âàêóóìîì äå Ñèòòåðà èëè ñîñòîÿíèåì, î÷åíü ïîõîæèì íà íåãî. Çà
áåçóìíî êîðîòêîå âðåìÿ ôëóêòóàöèÿ, åñëè åå ðàçìåðû ïðåâûøàþò äå-
ñèòòåðîâñêèé ãîðèçîíò, ðàñøèðÿåòñÿ äî íåâîîáðàçèìûõ ðàçìåðîâ (ÿ ñî-
çíàòåëüíî íå ïðèâîæó çäåñü íèêàêèõ öèôð), ðåøàÿ, ïîõîæå, âñå ïðîáëå-
ìû êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé Áîëüøîãî Âçðûâà, âêëþ÷àÿ íàáëþäàåìóþ
ñëàáóþ íåîäíîðîäíîñòü è àíèçîòðîïèþ íàøåé Âñåëåííîé. Ýòà ãèïîòåçà
òîæå íàòûêàåòñÿ íà òðóäíîñòè - òðåáóåòñÿ "ìÿãêèé âûõîä"èç ðåæèìà
ðàñøèðåíèÿ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ãåîìåòðèÿ âñåëåííîé, â êîòîðîé
èìååò ìåñòî õàîòè÷åñêàÿ èíôëÿöèÿ, âîâñå íå òðèâèàëüíàÿ. Ýòî ãåîìåò-
ðèÿ ïîëóçàìêíóòîãî ìèðà (Â.À.Áåðåçèí, Â.À.Êóçüìèí, È.È.Òêà÷åâ) èëè,
èíà÷å, íåïðîõîäèìîé êðîòîâîé íîðû, ñîåäèíåííîé ñ ìàòåðèíñêîé, æóòêî
íåîäíîðîäíîé è àíèçîòðîïíîé, âñåëåííîé ãîðëîâèíîé, íàçûâàåìîé òàêæå
ìîñòîì Ýéíøòåéíà-Ðîçåíà.

Íî â ëþáîì èíôëÿöèîííîì ñöåíàðèè åñòü ãëàâíûé âîïðîñ: îòêóäà
âçÿòü ñêàëÿðíîå ïîëå, òàê íàçûâàåìûé èíôëàíòîí?

Íà ýòîò ñ÷åò åñòü ìíîãî îðèãèíàëüíûõ èäåé, çàñëóæèâàþùèõ ïðè-
ñòàëüíîãî âíèìàíèÿ. Íàèáîëåå ðàäèêàëüíàÿ èç íèõ áûëà ïðåäëîæåíà
Àíäðååì Äìèòðèåâè÷åì Ñàõàðîâûì. Îíà ñòàëà î÷åíü ïîïóëÿðíîé è èç-
âåñòíà ïîä èìåíåì "èíäóöèðîâàííàÿ ãðàâèòàöèÿ". À.Ä.Ñàõàðîâ ïðåäïî-
ëîæèë, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íå ôóíäàìåíòàëüíîå, êàê ñèëüíîå âçà-
èìîäåéñòâèå ìåæäó áàðèîíàìè (èëè êâàðêàìè), îïèñûâàåìîå êâàíòîâîé
õðîìîäèíàìèêîé, èëè ýëåêòðîìàãíèòíîå è ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèÿ, îïè-
ñûâàåìûå îáúåäèíåííîé òåîðèåé Âàéíáåðãà-Ñàëàìà. Ïî Ñàõàðîâó, ãðà-
âèòàöèÿ - ýôôåêòèâíàÿ òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîâîêóïíîñòü íàòÿæåíèé
êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé âñåõ ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé. Ïðè ýòîì ëàãðàíæè-
àí òàêîé òåîðèè óæå íå îãðàíè÷èâàåòñÿ, â ïðèíöèïå, ëèíåéíîé ôóíêöèåé
ñêàëÿðíîé êðèâèçíû. Èäåÿ èíäóöèðîâàííîé ãðàâèòàöèè ïîääåðæèâàåòñÿ
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è êîíêðåòíûìè ðàñ÷åòàìè. Íàãëÿäíûé ïðèìåð - êâàíòîâàíèå ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Óñòðàíåíèå ðàñõîäèìîñòåé,
ïðèñóùèõ ëþáîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèÿ êîí-
òð÷ëåíîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñêàëÿðíîé êðèâèçíå (ýòî ïåðåíîðìèðîâêà
ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé), ïåðåíîðìèðîâàííîãî Λ-÷ëåíà (âàêóóìà äå
Ñèòòåðà, äàæå åñëè èñõîäíûé êëàññè÷åñêèé âàêóóì èìåë íóëåâóþ ïëîò-
íîñòü ýíåðãèè), à òàêæå, ÷òî âàæíî, ê ñëàãàåìîìó, êâàäðàòè÷íîìó ïî
ñêàëÿðíîé êðèâèçíå - äðóãèìè ñëîâàìè, ê ýôôåêòèâíîìó íåëèíåéíîìó
ãðàâèòàöèîííîìó ëàãðàíæèàíó. È ýòî âñå óæå â îäíîïåòëåâîì ïðèáëè-
æåíèè! Ïèîíåðàìè äàííîãî íàïðàâëåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
áûëè À.À.Ñòàðîáèòíñêèé è ß.Á.Çåëüäîâè÷ â Ìîñêâå, À.Ãðèá, Ñ.Ìàìàåâ
è Â.Ìîñòåïàíåíêî â Ïèòåðå è àìåðèêàíñêèå ôèçèêè Ïàðêåð è Ôóëëèíã
(Parker, Fulling). Íî êàêîå îòíîøåíèå âñå ýòî èìååò ê ñêàëÿðíîìó ïîëþ?
Âñå äåëî â òîì, ÷òî íåëèíåéíóþ ïî êðèâèçíå òåîðèþ ãðàâèòàöèè ñ ïî-
ìîùüþ êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðèêè ìîæíî ñâåñòè ê òåîðèè
Ýéíøòåéíà ñ ëèíåéíûì ïî êðèâèçíå ëàãðàíæèàíîì ïëþñ ýôôåêòèâíîå
ñêàëÿðíîå ïîëå. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå âàðüèðîâàòü ïî ìåòðè-
êå (ìåòîä Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà), òî ýòî ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èëè, ýêâèâàëåíòíî, ê óðàâíåíèÿì Ýéí-
øòåéíà ñ äèíàìè÷åñêèì ñêàëÿðíûì ïîëåì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà, óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîãî - âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì (î äðó-
ãîì âàðèàíòå ìû ðàññêàæåì íèæå). Âàæíî îñîáåííîñòüþ ïîëó÷àþùèõñÿ
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìó-
ùåíèé. Àëåêñåé Ñòàðîáèíñêèé áëåñòÿùå èñïîëüçîâàë íåëèíåéíóþ ãðàâè-
òàöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè íîâîãî òèïà. Â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îí èçáðàë ìèð äå Ñèòòåðà. Âñëåäñòâèå óïîìÿíó-
òîé óæå íåóñòîé÷èâîñòè ìèð äå Ñèòòåðà ðàñïàäàåòñÿ, ïðåâðàùàÿñü, â
êîíå÷íîì ñ÷åòå, âî âñåëåííóþ Ôðèäìàíà. Èñòîðè÷åñêè, ýòî áûë ïåðâûé
èíôëÿöèîííûé ñöåíàðèé, óñïåøíî çàáûòûé, íî, ê ñ÷àñòüþ, ïîëó÷èâøèé
íåäàâíî íîâîå ðàçâèòèå. Âîò âàì åùå îäèí ïðèìåð òîãî, êàê âàæíî íàéòè
íåîæèäàííûé çàïîìèíàþùèéñÿ òåðìèí äëÿ ñâîåãî îòêðûòèÿ, ÷òî ìîæåò
â ðåçóëüòàòå (è â íàóêå åñòü òàêèå ñëó÷àè) ïðèâåñòè ê ïðèñóæäåíèþ
Íîáåëåâñêîé ïðåìèè. Ðàçèòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òîìó (ïðàâäà, íå ñ âÿ-
çàííîå ñ ïðåìèåé) - íàèìåíîâàíèå öåëîãî ìàòåðèêà, Àìåðèêè, â ÷åñòü
ìîðåïëàâàòåëÿ Àìåðèãî Âåñïó÷÷è, êîòîðûé âîâñå íå áûë ïåðâîîòêðûâà-
òåëåì.

Äðóãîé ðàäèêàëüíîé èäååé ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò ÷åòûðåõìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà- âðåìåíè. Ïåðâîíà÷àëüíî îíà ïîÿâèëàñü â ðàáîòàõ Êàëó-
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öû (Kaluza) è Ä.Êëÿéíà (Klein) â 30-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà è áûëà
ñâÿçàíà ñ ïîïûòêàìè îáúåäèíèòü ãðàâèòàöèîííîå è ýëåêòðîìàãíèòíîå
âçàèìîäåéñòâèÿ ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ ê íàøåìó ÷åòûðåõìåðíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó ïÿòîãî êîìïàêòíîãî èçìåðåíèÿ â âèäå êîëüöà (î÷åíü ìàëåíü-
êîãî ðàäèóñà, ÷òîáû íå áûëî çàìåòíî â óñêîðèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ).
Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïðèâîäèò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ê ïîÿâëåíèþ ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ ïðè ðåäóêöèè ïÿòèìåðíîãî äåéñòâèÿ Ýéíøòåéíà íà ÷å-
òûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Òåîðèÿ Êàëóöû-Êëÿéíà âïîñëåäñòâèè
ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â òåîðèÿõ ñóïåðãðàâèòàöèè ("æèâóùèõ"ñ íåîáõîäè-
ìîñòüþ â ìíîãîìåðèè), à òàêæå â òåîðèÿõ ñòðóí è ñóïåðñòðóí. Â ýòèõ
ìíîãîìåðíûõ òåîðèÿõ âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó äîïîëíèòåëüíûå ðàç-
ìåðíîñòè, ïî îïðåäåëåíèþ, êîìïàêòíû è ìàëû, à íàáëþäàåìûå ÷åòû-
ðå ðàçìåðíîñòè äåêîìïàêòèçîâàíû? Èíòåðåñíûé âîçìîæíûé îòâåò áûë
ïðåäëîæåí â ðàáîòå Áðàäåíáåðãåðà è Âàôû (Bradenrberger,Wafa). Ýòè
àâòîðû îáðàòèëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñòðóíû íå âçàèìîäåéñòâóþò, òî
íèêàêîé èíôëÿöèè íå ïðîèñõîäèò, à ïðè èõ âçàèìîäåéñòâèè âîçíèêàåò
íåêèé ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë, ïðèâîäÿùèé ê ïîÿâëåíèþ Λ-÷ëåíà (èëè
ê íå÷òî ïîäîáíîìó). Íî ñòðóíû, áóäó÷è äâóìåðíûìè îáúåêòàìè (îäíî-
ìåðíîå âðåìÿ ïëþñ îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî), ìîãóò ýôôåêòèâíî âçà-
èìîäåéñòâîâàòü ëèøü â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (2+2=4),
â ìíîãîîáðàçèÿõ æå áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé îíè â ñîñòîÿíèè ëåãêî
îáîéòè äðóã äðóãà, "íå äîòðàãèâàÿñü".

Îêàçûâàåòñÿ, "âûõîä"â ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íå îáÿçà-
òåëüíî òðåáóåò êîìïàêòíîñòè äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèé. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåëà òåîðèÿ Ðýíäàëë-Ñóíäðóìà
(Randall, Sundrum), â êîòîðîé ðàçìåð ïÿòîãî èçìåðåíèÿ áåñêîíå÷åí.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïÿòèìåðèè ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà,
à ìàòåðèÿ (èìåþòñÿ â âèäó ôåðìèîíû) ñîñðåäîòî÷åíà â ÷åòûðåõìåðíîé
òîíêîé îáîëî÷êå. Èíòåðåñ ê ýòîé òåîðèè îáóñëîâëåí, ïðåæäå âñåãî, òåì,
÷òî îíà ïîçâîëÿåò äàòü õîòü êàêîå-òî îáîñíîâàíèå íàáëþäàåìîé èåðàð-
õèè ìàññ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, çà ÷òî íåìåäëåííî óõâàòèëèñü òåîðåòè-
êè, çàíèìàþùèåñÿ êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ. Íà÷àëüíàÿ èäåÿ ïðåäñòàâèòü
íàøó Âñåëåííóþ â âèäå îáîëî÷êè â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèíàäëå-
æèò Âàëåðèþ Ðóáàêîâó è Ìèõàèëó Øàïîøíèêîâó, îïóáëèêîâàâøèì â
80-õ ãîäàõ ñòàòüþ, â êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âíå îáîëî÷êè ðåøå-
íèåì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ âàêóóì ñ îòðèöàòåëüíîé ïëîòíî-
ñòüþ ýíåðãèè (îòðèöàòåëüíûì Λ-÷ëåíîì). Òåîðèÿ Ðýíäàëë=Ñóíäðóìà
îòëè÷àåòñÿ îò èäåè Ðóáàêîâà è Øàïîøíèêîâà òåì, ÷òî òåïåðü â ïÿòè-
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ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìåþòñÿ óæå äâå îáîëî÷êè, êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå
âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ è äàåò íàäåæäó íà îáúÿñíåíèå èåðàðõèè âçàè-
ìîäåéñòâèé. Òåîðèè, íà ñàìîì äåëå, íå ÿâëÿþòñÿ ïëîäîì íåóäåðæèìîé
ôàíòàçèè, îíè äîëæíû îïèðàòüñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, íà òâåðäûé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé ôóíäàìåíò. Â íàøåì ñëó÷àå - ýòî ñòðîãèå óðàâíåíèÿ ñøèâ-
êè ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà â ïÿòèìåðèè ñ îáîëî÷êîé, êîòîðûå
îïðåäåëÿþò ñâÿçü ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè (shellparameters) ñ ïàðàìåòðà-
ìè îêðóæàþùåãî îáúåìà (bulkparameters). Ïîÿñíèì íà ÷åòûðåõìåðíîìí
ïðèìåðå, êàêîãî ðîäà ñøèâêà íåîáõîäèìà â òåîðèè Ðýíäàëë-Ñóíäðóìà.
Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ çàìêíóòàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðîñòðàíñòâåí-
íîå ñå÷åíèå êîòîðîé äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè: óñëîâíî ëåâóþ è ïðàâóþ è
ñèíãóëÿðíóþ îáîëî÷êó, ðàçäåëÿþùèå ïåðâûå äâå. Ïóñòü "ñëåâà"ó íàñ
ïóñòîå ïëîñêîå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ðàäèóñ êîòîðî-
ãî óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëþ äî ìàêñèìàëüíîãî, çàêàí÷èâàÿñü íà îáîëî÷êå,
à "ñïðàâà åãî êîïèÿ, ïîëó÷àþùàÿñÿ îòðàæåíèåì, ò.å., ðàäèóñ íà÷èíàåò
óìåíüøàòüñÿ îò ìàêñèìàëüíîãî äî íóëÿ (ïî óæå èçâåñòíîé íàì òåðìèíî-
ëîãèè "ñëåâà"ìû èìååì R+-îáëàñòü, à ñïðàâà - R−-îáëàñòü). Ïðè îïðå-
äåëåííîé ñòðóêòóðå ïîâåðõíîñòíîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà îáîëî÷êà
áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ (èíôëÿöèÿ!). Òàêàÿ ìîäåëü ïîëó÷èëà íàçâàíèå "äâóõ-
ïóçûðíàÿ âñåëåííàÿ"(”two−bubbleuniverse”). Åùå áîëåå ïðîñòîé ïðèìåð:
âîçüìåì ÿáëîêî è îòðåæåì ñëåâà è ñïðàâà ïî îäèíàêîâîìó êóñêó (êîíå÷íî
æå) ìåíüøå ïîëîâèíû, à çàòåì ïðèëîæèì èõ äðóã ê äðóãó è ñêëåèì äëÿ
ïðî÷íîñòè. Ñëîé êëåÿ è åñòü ïðÿìîé àíàëîã òîíêîé îáîëî÷êè. Ìíîãîìåð-
íàÿ òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûì âíåøíèì îáúåìîì ðåçêî îòëè÷àåòñÿ îò ÷åòû-
ðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè, è, â ïðèíöèïå, ýòè îòëè÷èÿ íàáëþäàåìû. Ïðåæäå
âñåãî, çà ñ÷åò èçëó÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí âîçìîæíî íåñîõðàíåíèå
ýíåðãèè-èìïóëüñà â ÷åòûðåõìåðèè. Êðîìå òîãî, ìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà èç-
âåñòíûõ ðåøåíèé, òàê, íàïðèìåð, êîëëàïñ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî
îáëàêà ïûëè ñîïðîâîæäàåòñÿ èçëó÷åíèåì è ò.ä., è ò.ä. Î÷åâèäíî, ÷òî äî-
ïîëíèòåëüíûå èçìåðåíèÿ ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ â ÷åòûðåõìåðèè è â âèäå
"íàâåäåííîãî"ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Ìû óæå óïîìèíàëè î ãðàâèòàöèîííûõ ëàãðàíæèàíàõ, ÿâëÿþùèõñÿ
íåëèíåéíîé ôóíêöèåé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû, à òàêæå î òîì, ÷òî âàðüèðî-
âàíèå ïî ìåòîäó Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåóñòîé÷èâû îòíîñè-
òåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé. Íî êàê ìû óæå çíàåì, ñóùåñòâóåò àëüòåð-
íàòèâà: ìåòîä Ïàëàòèíè, êîãäà âàðüèðóþòñÿ íåçàâèñèìî ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð è êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî ïî êðè-
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âèçíå ëàãðàíæèàíà îáà ìåòîäà äàþò àáñîëþòíî îäèíàêîâûå óðàâíåíèÿ.
Îäíàêî, ýòî óæå íå òàê â íåëèíåéíîì ñëó÷àå. Îêàçûâàåòñÿ, â ðåçóëü-
òàòå âàðüèðîâàíèÿ ñâÿçíîñòåé ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé
ÿâëÿþòñÿ íå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, à òàê íàçûâàåìàÿ ñâÿçíîñòü Âåéëÿ
(H.Weyl). Âàðüèðîâàíèå æå ïî ìåòðèêå ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ óñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿìè. Êîíôîðìíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðèêè (ïðè íåèçìåííîé ñâÿçíîñòè) è â ýòîì ñëó÷àå
ïîçâîëÿåò ñâåñòè âñå ê óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà è ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè
ïëþñ ñêàëÿðíîå ïîëå. Íî òåïåðü òàêîå ñêàëÿðíîå ïîëå íå ÿâëÿåòñÿ äèíà-
ìè÷åñêèì, à óðàâíåíèå äëÿ íåãî óæå íå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, à, ñêîðåå,
óðàâíåíèå ñâÿçè. Ýòîò ïîäõîä èíòåðåñåí òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò, â ïðèíöèïå,
îáúÿñíèòü ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû êîñìîëîãè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, ïîêàçû-
âàþùèõ, ÷òî, âîçìîæíî, íàøà Âñåëåííàÿ â íåäàâíåì ïðîøëîì ðàñøèðÿ-
ëàñü ñ óñêîðåíèåì, à íå ñ çàìåäëåíèåì, êàê òîãî òðåáóåò óñëîâèå ýíåðãî-
äîìèíàíòíîñòè. Êàêîé èç äâóõ ìåòîäîâ "ïðàâèëüíûé ïîêàæåò áóäóùåå,
îñîáåííî ââèäó òåíäåíöèè ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ê îáúåäè-
íåíèþ âñåõ âçàèìîäåéñòâèé, áóäü òî òåîðèÿ ñòðóí, ñóïåðñòðóí èëè âñå
åùå ãèïîòåòè÷åñêàÿ Ì-òåîðèÿ.

Òàê áóäåì óïîâàòü íà áóäóùåå, à ïîêà - "çà ðàáîòó, òîâàðèùè!".
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